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Einleitnng. 



§1- 

Eine der wichtigsten Aufgaben der elementaren 
Geometrie ist die Konstruktion einer Figur aus einer 
hinreichenden Anzahl gegebener Stiicke, speciell die 
deii Dreiecks aus drei Stiicken. An diese Aufgabe schliesst 
sich naturgemass die Frage nach der Grosse der iibrigen 
Sttlcke an. Dieselbe kann ohne weiteres beantwortet 
werden, wenn die Aufgabe der Konstruktion der Figur 
gelost ist: Man zeichnet die Figur und misst mit Mass- 
stab und Transporteur die gesuchten Stiicke nach. 

Dieses Verfahren nennt man das „mechanische", 
„konstrukcive** oder ^graphische^. Fniher vielfach 
onterschatzt, findet es in neuerer Zeit ausgedehnte An- 
wendung in der Technik (Graphostatik). £s ist nicht 
auf ebene Figuren beschranki: in der darstellenden 
Geometrie wird die Aufgabe behandelt, die einzehien 
Stticke raumlicher Figuren durch ebene Konstruktionen 
zu ermitteln. Dagegen ist der Anwendbarkeit des 
graphischen Verfahrens durch folgende zwei Haupt- 
punkte eine Grenze gesetzt: 

Erstens setzt es die konstruktiveLosung 
der Aufgabe voraus. Diese aber ist mit Zirkel 
und Lineal durchaus nicht immer mogljcj^ ,^^4^ wenn 
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sie ausfuhrbar ist, durch elementare fietrachtungen nicht 
mit Sicherheit aufzufinden. Auch erfordert sie oft 
einen grossen Aufwand an geistiger Arbeit, wabrend 
der Hauptvorteil des graphischen Verfabrens in der 
Ersparnis an geistiger Anstrengung gegeniiber dem 
recbneriscben Yerfabren zu sucben ist. 

Zweitens ist die Genauigkeit dergrapbi- 
scben Metbode bescbrankt. Mit Sicberbeit 
ist bei der Ausmessung and Konstrnktion von Strecken- 
grossen nur die dritte Decimale, von Winkelgrossen 
nur der Zebntelgrad zu ermitteln. Wo grossere Ge- 
nauigkeit verlangt wird — wie in der Astronomie und 
Geodasie — , ist daber das Verfabren nicbt anwendbar. 

Hierzu kommt nocb^ dass vom Standpunkt der 
reinen Matbematik aus das grapbiscbe Yerfabren nicbt 
als eine Tollst'dndige Losung des Problems 
betracbtet werden kann. Denn derMatbematiker 
verlangt von einer solcben in erster Linie^ dass sie ibn 
in den Stand setzt, die gesucbten Grossen mit jedem 
verlangten Genauigkeitsgrade zu bestimmen ; in zweiter 
Linie aber, dass sie aucb die Gesetze, nacb den en die 
gesucbten Grrossen von den gegebenen abbangen, aufklart. 
§2. 

Da also das grapbiscbe Yerfabren nicbt alien An- 
spriicben geniigt, gelangt man zu der speciellen Auf- 
gabe: Aus einer binreicbenden Anzabl ge- 
gebener Stucke einer Figur die iibrigen 
Stucke durcb E.ecbnung zu finden. 

^ Bin Teil dieses Problems lasst sicb mit den Hilfs- 
mitteln der elementaren Geometric voUstandig losen: 
namlicb die Berecbnung geradliiii|^^^ucke und 
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ebener, geradlinig begrenzter Flacbenstiicke 
au8 ebensolclieii Grossen. Das erste Beispiel dieser 
Art bot, von den Flachenberechnungen abgeseben, der 
Pythagoraische Lehrsatz, der aus zwei Seiten eines recht- 
winkligen Dreiecks die dritte durch Rechnung finden 
lehrte. In den Lehrbiichern der Flanimetrie findet man 
das notige Formelmaterial; um aus den drei Seiten eines 
Dreiecks die wichtigeren geradlinigen Stiicke und den 
Inhalt zu berecbnen. Diese Formeln sollen hier zu- 
sammengestellt werden. Yorher aber sei folgende Be- 
zeicbnungsweise festgesetzt, die an spaterer Stelle nicht 
wieder erklart zu werden braucbt: 

1st A die Ecke eines ebenen Dreiecks, so bedeutet 

a den Innenwinkel an dieser Ecke, 

a die Gegenseite dieses Winkels, 

ba die Hohe von A auf a^ 

Ha ibren Fusspunkt, 

^a den Radius, 

Oa das Centrum des Ankreises, der a von aussen 
beriihrt. 
Sind B und C die anderen Ecken^ so bezeichne b* 
die Projektion HaC voq b auf a, Ca die von c auf a 
(HaB); femer sei 

s = -2-(a + b + c), 

8a = ^(— a + b + c)=8 — a, 

Sb = -2-(a — b + c) = 8 — b, 

Sc = -H-(a + b — c) = s — c. 
80 dass Sa + Sb + Sc — 8 = ist.g,t„ed by Google 
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Endlich bezeichne 
r den Radius^ M das Centram des XJmkreises, 
() den Radius, das Centram des Inkreises, 
J den Inhalt des Dreiecks. 




Flgur 1. FJgur 3 

Die Formeln fur das ebene Dreieck sind dann: 

(I) c" = a* + b*4:2aba (Projektionssatz), 

(II) J = y"8.8a. Sb.Soy 

(in) J = — ah« =— bhb = -g- cho , 

(IV) J = (»S = ^» 8* = ^b Sb = Qe 8c, 

(V) J=-^> 



(VI) 3 = ^ (J .Qti.Qh.Qc^ 

JII)l=r_i. + -L + J-. 

1st beispielsweise 

a = 13; b = 14; c = 15, 



fio wird 

also nach (II) 

and nach (III) 



J = 21 ; sa = 8 ; sb = 7 ; sc = 6, 



J = 84 



y Google 
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ha = ^ = 12,9230.. .;hb= 12; he = ^ = 11,2. 



Ferncr ist nach (IV) 
and nach (V) 



f = 4;e, = ^ = 10,5;pb = 12;fe = 14 



r=-^ = 8,125. 

Wie gross sind ba, Ca, ab n. s. w.? (Aus (I) zn be- 
rechnen.) Der Leser uberzeuge sich, dass auch (VI) nnd 
(VII) erfiillt sind, nnd konstruiere das Dreieck, nm die Stticke 
nachznmessen. Die Winkel finden sich in Kap. II, § 14, 

berechnet. 

§3. 

Die Aufgabe der Trigonometrle kann man nun- 
mebr folgendermassen definieren: 

Znn&chst filr das ebene Dreieck, dann aber ancb 
f&r beliebigre ebene nnd r'dnmliche Figrnren den Zn> 
sammenhangr zwischen den Strecken, Flflcheninhalten 
nnd Winkeln zn ermitteln. 

Das wesentlich none Moment liegt dabei in der 
Betrachtung der Winkel, da diejenigen Beziehungen^ 
in denen keine Winkel vorkommen, durch die elementare 
Geometrie gefunden werden konnen. Es werden jedocb 
ancb solcbe Beziehungen mit trigonometrischen Bjlfs- 
mitteln oft einfacher und kiirzer herzuleiten sein. 

Die Gleichungen zwischen den Strecken und Flachen- 
inhalten sind algebraisch, d. h. sie konnen anf eine 
Form gebracht werden, in der nnr Additionen, Subtraktionen 
xmd Multiplikationen, und zwar in endlicher Anzahl, vor- 
konmien. So kann fiir (II) geschrieben werden 

J . J = s . sa . sb . sc Oder 
16.J.J = (a+b + c) (— a + b + c) (a — b4-cl(a+b — c). 
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Man sagt daher, dass der Inhalt und die geradlinigen 
Stucke des Dreiecks algebraische Fonktionen der Seiten 
sind. Das Entgegengesetzte gilt yon den Winkeln. Sie sind 
zwar auch dnrch die drei Seiten bestimmt, d. h. Fnnktionen 
der drei Seiten; aber der Zusammenhang zwischen Seiten 
and Winkeln lasst sich nicht dnrch eine endliche Anzahl 
von Additionen, Snbtraktionen and Mnltiplikationen defi- 
nieren; die Winkel sind also «nicht-algebraisclie', 
Oder, wie man dafur sagt, ^transcendente*' Fnnktionen 
der Seiten. 



y Google 



Erster Teil. 

Ebene Trigonometrie. 



Erstes Kapitel. 

Das reehtwinklige Dreieck. 
§ 4. Deflnitioii der trigronometrigcbeii Funktionen. 

Wenn in einem bei C rechtwinkligen Dreieck ABC 
ein Bpitzer Winkel, etwa a, bekannt ist, so kennt man 
auch den zweiten Winkel, fi = 90^ — a. Man kennt 

B 




Fignr 8. 

alflo das Dreieck seiner Oestalt nach. Ist in irgend 
einem anderen rechtwinkligen Dreieck A' B^C der Winkel 
a' gleich oy bo sind die Dreiecke ABO nnd A'B'C' ahn- 
licli nnd folgli^h auch 

a:b:c = a':b':c'. 
Die Yerhaltnisse der Seiten eines recht- 
winkligen Dreiecks sind also durch einen 
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der gpitzen Winkel vollig bestimmt, siesind, 
wie der Mathematiker daf iir sagt, ^Funktionen^ 
desselben. 

1st z. B. a = 30®, so ist a = -»- c, also nacb dem Pytha- 

V3 
goras b = -^ c, mithin hat man 

-^=^= 0,5; ^ = 'f = 0,8660; -^ = yr= 1.7321. 
1st a = 45', so ist c = a ^ 2, also 
^ = ^-L = 0,7071; A = ^ = o,7071; ^=1. 

Man nennt den Quotienten — den Sinus dea 

c 

Wink els a: 

Sinus = Gegenkathete durch Hypotenuse. 

sina = — 

(spr. Sinus alpha), 
b ist die Gegenkathete von /?, d. h. des Comple- 
ments von a; ist daher der Sinus des Complements 

c 

von a; kiirzer nennt man diesen Quotienten den Co- 
sinus von a (entstanden durch die Abkiirzung co. sin. 
fur complementi sinus). 

Cosinus = Gegenkathete des Complements durch 
Hypotenuse. 

b 

cos a = — - 

(spr. Cosinus alpha). 
Nach dieser Definition ist 
cos a = sin (90* — a), sin a = cos (90° — a). 

Digitized by \^KJKJW It 



Kap. I. Das rechtwinklige Dreieck. 17 

I 

-^ ^ ^. ^ a a:c sin a x j- 

Den Ouohenten -i— = t = nennt man die 

^ b b:c cos a 

Tangente des Winkels a. 

Tangrente = Sinus dnrch Cosinus = Gegr'enkathete 
I dnrch andere Eathete. 

' . a sin a 

1 (spr. Tangens alpha.) 

— ist h^'emach die Tangente von /? nnd wird als 

solche die Cotangeute von a genannt. Die Bezeichnung 
entstand aus co. tang. = complement i tangens. 

Cotangente = Gegenliathete des Complements 
dnrch andere Eathete. 

A ^ * ZHAO \ co»a 

coiga = — = tg (90«-a) = "^n^ 

(spr. Cotangens alpha). 

Nach dieser Definition sind Tangente und Cotangente 

I reciproke Werte : 

cotg o = — , weil cotg o . tg a = -^^ F "^ ^' 

Aus diesem Grunde wird cotg a nur selten gebraucht, 
da es sich so einf ach dnrch tg a ersetzen lasst. 

Im ganzen giebt es 6 Seitenverhaltnisse : -t-> — J — -' 

oca 

— ; — — -, Die Namen der 4 ersten sind soeben ange- 
c a b ^ 

geben word en. Von den beiden letzten nennt man -, 

Jie Secante nnd dementsprechend — die Cosecante von a 

nd scnreibt dafiir sec a and coseca. OffAnbar ist coseca 
Hessenberg, Ebene und sphfirische Trigonometrie. 2 
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^ o;^ ^ > sec a = -rrr-- • Daher werden die Funktionen sec 

sill v>Uo CS 

und cosec im allgemeinen nicht benutzt. 

Dagegen prage sich der Leser die Definition der Funk- 
tionen Sinus, Gosinus, Tangens und Cotangens aufs sorg- 
faltigste ein. Hierbei sind folgende Merkmale dienlich: Im 
Zahler steht stets die Gegenkathete, und zwar die 
des Winkels selbst bei den Funktionen ohne Co, dagegen 
die des Complements bei den Funktionen mit Co. Im Nenner 
steht die Hypotenuse bei Sinus und Cosinns. 

Sinus, Cosinusy Tangens and Cotangens heissen die 
ntrigonometrischen Funktionen'*. 8ie sind 
absolute unbenannte Zahlen ; ibr Wert ist unabh&ngig 
davon, ob die Seiten des Dreiecks nacb Centimetern, 
Zoll oder sonst irgend einem Masse gemessen sind. 
Man kann ihre Werte fttr jeden Winkel mit beliebiger 
Genauigkeit berechnen, und zwar mit elementaren Hilfs- 
mitteln, aber auf Grund von Eigenschaften, die erst 
spater zu entwickeln sein werden. Wesentlich einfachere 
Metboden liefert jedocb die hohere Matbematik. Naherea 
hieniber findet sich im dritten Teil dieses Buches. 

Man hat, wie fur die Logarithmen der Basis 10, 
auch fiir die trigonometrischen Funktionen Tabellen auf- 
gestellt. Diese finden sich aber, da sie wenig gebraucht 
werden, gar nicht oder nur in beschranktem Umfange 
den logarithmischen Tabellen werk en beigegeben. Da- 
gegen enthalten diese Werke ausfiihrliche Tabellen der 
Logarithmen der trigonometrischen Funktionen. Die 
sichere Handhabung dieser Tabellen ist fiir das Weitere 
unumganglich notwendig, und zwar ube sich der Leser 
zunachst an der fiir die meisten Zwecke ausreichenden 
funfstelligen Tabelle. ogzedbyvjww^it 
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§ 5. AnflSsiiDgr der rechtwinkligren Dreiecke. 

Wenn man bedenkt, dass die zu einem Winkel a 
gAli5rigen Zahlen sino, cos a, tga, cotga nichts anderes 
Bind, ah die SeitenverhllltniBse eines beliebigen recht- 
winkligen Dreiecks, dessen einer spitzer Winkel gleieh 
o ist, 80 erkennt man, dass mit den trigonometrischen 
Tabellen voUstSndig das Material zur Anfldsung der 
rechtwinkligen Dreiecke gegeben ist. In einem solchen 
kann gegeben sein: 

1) a und a 3) a und o 

2) a und b 4) a und b 

5) a und c. 

Im ersten Falle bat man: 



- = sin a, also c = 



c ' Bin a 

log c = log a — log sin a 
Im zweiten Falle ist: 



. = cos a, c 



c cosa 

log c = log b — log cos a 
Im dritten Falle ist: 

a 
— = sm a, a = c . sin a 

c 

log a = log c + log sin a 
Im yierten Falle ist: 



a , , a 

-:=- = tg a, b =r 7 

b ^ ' tga 

log b = log a — log tg a 



-^ = tgo, a = b tga 
log a = log b + log tg o. 

• — = cos a, D = c cos a 
c ' 

log b = log c + log cos a. 



-^=tg« 

log a — log b = log tg o 



c = - 



sma 
log c = log a — log sin a 

oder aucb c =r= y a'+ bliedbyvjwwvit 
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Im ftiDften Falle ist: 



— = sm a, 
c ' 



b = a cotg a 

log b =: log a + log cotg 



log a — log = log sin a 

oder b = ^ c* — a^ 
Die Berechnung dea zweiten Winkels ist hierbei 
nicht beriicksichtigt, Es ist ja /? = 90° — a. Die An- 
wenduDg der Formeln c = ya* + b", b = Vc* — a" ist 
nur zu empfehlen, wenn a, b resp. c, a ganzzahlig sind, 
oder wenn man eine ausfuhrliclie Quadratzahlentabelle 
zur Verlugung hat. 

ErstesBeispiel. 

a = 3, c = 5. 
b = }/2o — 9 = 4. 
log a = 0,47712 
log c= 0,69897 
log sin a = 0,77815 — 1 = 9,77815 — 10. 
a = 36* 52' 11" 
/? = 90'» — a = 53' 1' 49". 
Der Laser rechne fiir dieses Dreieck auch die andern 
4 Falle dnrch. 

Die Bestimmung der Sekunden ist nicht ganz genau. 
Man findet denselben log sin fiir alle Winkel von 36* 52' 9" 
bis SQ" 52' 12". Mit 7stelligen Logarithmen findet man, 
dass der letzte Wert der richtige ist. 

Zweites Beispiel. 
a =12, a = 67» 22' 49" 



log c =: log a — log sin a 



log a = 1,07918 
— log sin a = — 9,96524 + 10 



log b = log a + log cot a 



log a = 1,07918 
log cota = 9,61971 — 10 



log c = 1,11394 
c = 13,000 
Probe: 12'' -f 5* = 13«. 



log b = 0,69897 
b = 5,0000 



jogle 
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Drittes Beispiel. 
c = 21,746; a = 38* 21' 47" 
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log a = log c + log sin a 



log c = 1,33738 
log sin a = 9,79285 + 10 



log b = log c + log cos a 



log c = 1,33738 
log cos a = 9,89437 — 10 



log a = 1,13023 
a = 13,497 



log b = 1,23175 
b = 17,051 



Probe mit Hilfe der Qnadratzahlentabelle : a* = 182,17, 
b" = 290,73, c« = 472,89. 

Das zweite and dritte Beispiel sind der Tafel I am 
Schlasse des Baches entnommen. 

§ 6. Yerlanf and Yerallgremeineraiig yon Sinas 
and Cosinas. 

1. Urn von dem Yerlauf des Sinas and Cosinas ein 
anschauliches , geometrisches BDd za erhalten, denke 
man sich die Hypotenuse des bei recbtwinkligen Drei- 
ecks ABC als Langeneinbeit gewahlt. Dann ist sin a 
= a, cos a = b^ well c = 1 wird. Denkt man sich nun 




Figar 4. 
den Winkel a veranderlich, den Schenkel AC aber fest- 
gebalten, so boscbreibt der Punkt B einen Viertelskreis 
PBQ. Das Lot von B auf den Radjui^^^ji^r^durck 



22 



Ebene Trigonometrie. 



C gehty ist der Sinus, die Entfemung seines Fusspunktes 
von A der Cosinus, voraosgesetzt; dass der Radios des 
Kreises die Langeneinheit ist. Man sieht aus der Figur 
unmittelbar, wie der Sinas von bis 1 wachst^ wah- 
rend der Cosinus von 1 bis abnimmt. 

2. Eshindertunsabernichts, denSchenkel 
AB liber die Lage AQ hinauszadrehen, wenn 
wir nur AP dber A hinaus riick warts verlangern. Dann 
wandert C auf dem zu AF entgegengesetzten Radius 
AE. weiter^ das Lot BO nimmt von 1 bis wieder 
aby und AG wachst wieder von bis 1, ist aber jetzt 
entgegengesetzt gerichtet wie vorher. 




Man bezeichnet nun aucb weiterBC, ge- 
messen durch AB, als den Sinus von PAB 
und hat damit die Definition des Sinus auf stumpfe 
Winkel erweitert. Ebenso nennt man aucb weiter 
AC, gemessen durch AB, den Cosinus von a, 
erteilt ihm aber, da AC entgegengesetzt ge- 
richtet ist^ wie diet Cosinus des ersten Qua- 
dranten, das negative Yorzeichen. 
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Die go definierten Sinus und Gosinus stumpfer 

Winkel lassen sich leicht durch die ihrer spitzen Neben- 

winkel ausdracken. Ist namlich < B'AP = < BAR 

= 180° — a, so ist B' C gleich und gleichgerichtet, wie 

B G, d. h. 68 ist 

sin a = sin (180* - a). (I) 

Dagegen ist AG gleich und entgegengesetzt ge- 
richtet^ wie A' G, d. h. es ist 

cos a = — cos (180* — a) (II) 

Nebenwinkel haben gleiche Sinus und entgegen- 
gesetzt gleiclie Cosinns. 

3. Man kann AB noch weiter drehen, durch den dritten 
und vierten Quadranten, bis nach A P. Dabei wandert G 
Yon B nach P zuruck, und wenn man AC, gemessen 
durch AB, wieder mit dem negativen Yorzeichen, wenn C 
auf AR, mit dem positiven, wenn C auf AP liegt, auch 
weiterhin als Cosinus Yon a bezeichnet, so durchl&uft der 
Cosinus die Werte Yon —1 bis +1 wieder zurtick. 

Ebenso bezeichnet man B C, gemessen durch A B, auch 
weiterhin als den Sinus, erteilt ihm aber das negatlYe Yor- 
zeichen, da B C entgegengesetzt gerichtet ist, wie im ersten 
und zweiten Quadranten. 




Flgur 6. 



Figur 7. , 
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Die Sinns tmd Cosinns der Winkel des dritten and 
vierten Quadrante'n lassen sich wieder in einfacher Weise 
dnrch die des ersten und zweiten ausdrncken. Verlangert 
man namlich BA. iiber A hinaus bis zum zweiten Schnitt- 
punkt B' mit dem Kreis, bo ist <P AB' = a — 180*, B'C 
ist gleich und entgegengesetzt gerichtet, wie BC: 

Sin a = - sin (a - 180''). (Ill) 

C'A ist gleich und entgegengesetzt gerichtet, wie CA: 
• cos a = — cos (o — 180*). (IV) 

Winkel, die sich nm 180** nntersclieideii, haben ent- 
gegrengesetzt grleiche Sinus und. Cosinns. 

4. Hierdurch erhalt man folgendes Bild von dem Ver- 
lauf des Sinus und Cosinus in den 4 Quadranten: 



a 


sin a 


cos a 


= 


= 


= 1 


geht von bis R 


geht von bis 1 


geht von 1 bis | 


==R 


= 1 


= 


1 geht von R bis 2 R 


geht von 1 bis 


geht von bis —1 


j =2R 


= 


= -1. 


geht von 2 R bis 3 R 


geht von bis —1 


gehtvon— IbisO 


=:3R 


= — 1 


= 


gehtvon3Rbi84R 


geht von —1 bis 


geht von bis 1 


4R * 





1 



LUsst man den Punkt B von irgend einer Lage aus 
einen vollen Umlauf auf dem Ereise machen, so vermehrt 
sich zwar der Winkel a um 360^ aber B und mit ihm BC 
und AC kehren in ihre vorige Lage zuruck. Man sagt da- 
her, Sinus und Cosinus seien ^um 360* periodisdi*^ : 
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sin (a + 360*) =sina 
cos (a + 360*) = cos a 



(V) 
(VI) 




5. Bisher war angenommen, dass sich B aaf dem Kreise 
im entgegengesetzten Sinne wie der Uhrzeiger drehe. Dreht 
man A B nach der anderen Seite, bis es mit A P zasammen- 
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fallt, so wird a null and der bei weiterer Drehnng ent- 
stehende Winkel ist konsequenterweise als ein negatiyer 
Winkel za bezeicbnen. Die Fanktionen negativer Winkel 
definiert man dorch die znletzt anfgestellte Gleicbung, in- 
dem man zn dem Winkel so oft 360*^ binznftigt, bis man 




Figur 9. 
einen positiven Winkel erhalt. Anch uberzeugt man sich an 
der Fignr leicbt, dass 

sin (— a) = — ■ sin a, cos (— a) = cos a ist. (VII) 

§ 7. Yerlanf der Tangente. 

Die Tangente definiert man fur beliebige Winkel 

am besten immer als Qaotienten von Sinus und Oosinus : 

sine 

tffa = . 

® cos a 

Durch Division der Pormeln 

sin a = sin (180* — a), cos o = — cos (180® — a) 

erbalt man ^^ „ ^ _ ^ (IgQo __ ^j (ym) 

Nebenwinkel haben entgegengesetzt gleiche Tangenten. 

Durch Division der Gleichungen 
sina = — sin (o — 180*), cos a = — cos (a — 180*) 
erhiltman tg« = tg (« - 180'). (IX) 
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Die Tangenten der Winkel im dritten und vierten Qua- 
dranten stimmen wieder mit denen der Winkel im ersten 
and zweiten tiberein, die Tangente ist also bereits 
urn 180^ periodisch. 

Fur negatiye Winkel erhalt man durch Division von 
sin ( — a) = — sin a, cos ( — a) = cos a 

tg(-«) = -tga. (X) 

Tim von dem Yerlanf der Tangente ein geometrisches 
Bild zu erhalten, erridite man in Fig. 10 in P das Lot 
auf AP und yerlangere AG bis zum Schnitt T mit 




C, C 

Flgur 10. 

demselben^ Dann ist TP: AP = tga, und da AP die 
Langeneinheit ist, ist TP das Mass der Tangente. 
TJebrigens stammt die Bezeicbnung „ Tangente" da von 
her, dass TP in P den Kreis beriihrt. 

Die Tangente wflcbst von bis 90^ stetig und 
kann jeden Wert annehmen. Fiir 90^ ist sie nicbt 
definierbar, da sich dann AC und das Lot in P nicbt 
scbjieiden. Auch wird cos 90® = 0, so dass der Quotient 

Digitized by K^KJKJW It 



28 

sin 90° 
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keinen Siun hat. Man schreibt aber 



cos 90* 

tg90* = oo (gesprochen: nnendlich), 
um aamit anzudeuten, dass tga bei der Annaherung 
von a an 90° jeden beliebig grossen Wert annehmen kann. 

§ 8. Algebraigche Gleichangren zwischen den 
Fanktionen desselben Winkels. 

Nach dem Satz des Pythagoras ist fiir jede Lage 
des Punktes B: 

(AC)'^-f(BC)« = (AB)" 
oder, da AB = 1, AG = + co8a, BC = + sina ist: 
sin" a + cos' a = !• (XI) 




Dies ist eine der wichtigsten Pundamentalformeln 
der Trigonometrie. Mit der andern Gleichung 



tga: 



sing 
cos a 



zusammen gestattet sie, jede der drei Funktionen sin, 
tg, cos durch eine andere auszudriicken. Eliminiert man 
irgend eine, etwa sin, aus beiden Gleichungen, so erhalt 
man eine Beziehung zwischen den beiden andern, etwa 
cos und tg. Der Leser ilbe dies zunachst an einigen 

Zahlenbeispielen , z. B. tga= -^, yS, 3 u. a. m,, und 

leite sodann folgende 6 Pormeln ab: r^^^^i^ 
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8ina = 


sin a 




tga 

yi+tg"a 1 


Vl — cos'a 


cosa = 




cos a 


1 


yi-sin*a 


]/l + tg'a 1 


tga = 


sin a 
Vl-sin«a 




tg« j 


yi-cos»a 


cos a 



Zweites Kapitel. 

Das schieffflnkllge Dreieck. 
§ 9. Cosinnsformeln uiid Gosinnssatz. 

In jedem schiefwinkligen Dreieck gelten die drei 
CoBtnnsfonnelii : 

a = b cog y + c cos ^ 
b = c cos a -j- a cos y 
c = acosi9 + bco8a (I) 




Beweis. 1. a und /? seien spitz. Dann ist Id 
dem rechtwinkligen Dreieck AC He 

A He = AC coca = b cos a 
und in dem rechtwinkligen Dreieck BCHo 
BHe = BC cos/? = a cos/?. 
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Durch Addition folgt 
A He + B He = AB = c = a cos /? + b cos a, w. z. b. w. 

2. Einer der Winkel o und §^ etwa a, sei stumpf. 
Dann ist wie yorher 

BHo = BC cos/? = acosi?. 
Dagegen A Ho = AC cos a' = b cos a', 

wo ft' = 180' — a der Aussen winkel an der Ecke A ist. 




Durch Subtraktion folgt 
BHc — AHe = AB = c = acosi? — bcosa' 
und nach Formel (II) des ersten Kapitels ist 
— cos a' = cos a, also 
c = a cos i^ + b cos o, w. z. b, w. 
Man kann die drei Cosinusformeln als drei Glei- 
chungen ersten Grades mit den drei TJnbekannten cos a, 
cosj?, cosy auffassen und nach diesen TJnbekannten auf- 
losen. Dann erhalt man: 

— a« + b' + c« 

^^'""" 2b"^^ ' 

+ a« — b« + c« 

^^«'' = 2^^ ' 

a« + b« — c« ^ , 
cosy= 27b~i^e«byC.ooglc (U) 
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Man schreibt nach Wegschaffoog der BrUche diese 
Formeln meitt in der Gestalt: 

a* = V + c* — 2 b c cos a, 
b* = c"+ a* — 2 c a cos /?, 
c" = a* -f b" — 2 a b cosy, (HI) 

Diese Formeln enthalten den sogenannten Cosinns- 
gatz. Weiss man eine der Formeln (III) auswendig, so 
leitet man die auderen durch Yertauschang der Seiten 
und Winkel ans ibr ab. Will man den Cosinnssatz^ 
unmittelbar ans den Cosinusformeln erbaliten, so multi- 
pliziere man die erste mit A, die zweite mit b, die dritte 
mit c, addiere zwei von ihnen und subtrabiere die dritte 
davon. 

Umgekehrt erhalt man durch Addition zweier der 
Gleichungen (III) die Cosinusformeln. Addiert man z. B. 
die beiden letzten, so hebt sich b* + c* auf beiden Seiten 
und es bleibt Q^2a«-2cacos/?-2abcosy. 

Dividiert man durch 2 a und bringt die negativen Glieder 

auf die linke Seite, so erhalt man die erste Cosinusformel 

Die Gleichungen (III) erhalt man auch unmittelbar aus 

dem Projektionssatz oder verallgemeinerten Pythagoras [For- 

mel (I) der Einleitung]. 1st nfimlich y spitz, so ist 

c«=:aM-b*--2aba 
und ba = bcosy. 
Ist aber y stumpf, so ist 

c« = a« + b"+2.aba 
und ba = b cos (180® — y) = — b cos y. 

§ 10. Anwendnng des Cosinnssatzes. 
Der Cosinussatz gestattet die Berech- 
nung der fehlenden Stiicke des Dreiecks, 
wenn drei Seiten oder Ewei Seiten und ein 
Winkel gegeben sind. og zedbyGoogle 
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Erster Fall: Gegeben die 3 Seiten a, b, o, 
Man erhalt die Winkel aus (II). 
Erstes Beispiel. 
a = 13, b = 4, c = 15. 

1. Berechnnng von a, 

— a* + b' + c* = — 169 + 16 + 225 = 72, 

72 3 

cosa = -g-4-j5- = -5- = 0,6, 

log cos a = 9,77815 — 10, 
a = 53*7' 49". 

2. Berechnnng von /?. 

a« - b* + c" = 169 — 16 + 225 = 378, 
^__ 378 _ 63 
co8^— 2.13.15~'65r» 
log cos /? = log 63 — log 65, 
log 63 =1,79934 
log 65 =1,81291 
log cos fi = 9,98643 — 10, 
fi = 14« 15' 0". 

3. Berechnnng von y. 

a« + b«-c» = — 40, 

40 5 

cosy = - 2 ^3 4 =--13-- 

y ist also ein stnmpfer Winkel. Da stnmpfe Winkel 

nicht in der Tabelle stehen nnd negative Zahlen keine 

(reellen) Logarithmen haben, bestimme man statt y den 

Winkel y'=180' — y, dessen Cosinns nach Formel (U) dea 

5 
Kap. I gleich -\- -j^ ist. 

Man hat log 5 = 0,69897 

log 13 = 1,11394 

log cos/ = 0,58503 — 10. 

y' = 6r 22' 48" 

y = 180* — / = 112' 37' 12".^ , 
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Probe : a + /9 + y = 180' 0' 1". 
Der Fehler von 1" ist sehr gering. 
Wenn a, b, c nicht ganzzahlig gegeben sind , wird die 
Rechnxing wohl nmstandlicher, bleibt aber im Frinzip die 
gleiche, wie bei dem ersten Beispiel. 

Zweites Beispiel. 

a = 13,509, b = 16,470, c = 21,746. 

Logarithmisch oder mit einer Qnadr^tzahlentabelle be- 
rechne man zunachst a', b', c*. Die Qnadratzahlentabelle 
ergiebt a* = 182,49, b" = 271,26, c" = 472,89. 

1. Berechnnng von a. 
-a« + b" + c* = 661,66 

log cos a = log 561,66 — log 2 — log b — log o 
ausgerechnet = 9,89437 — 10 
a = 38* 21' 48". 

2. Berechnnng von §• 
a« — b* + c" = 384,12 

log cos i? = log 384,12 — log 2 — log a ~ log e 
ansgerechnet = 9,81543 — 10 
/? = 49« 10' 24". 
8. Berechnnng von y, 
a« + b«-c» = — 19,14 
y ist stnmpf. y' = 180* — y, 
, . 19,14 

log COS y' ^ log 19,14 — log 2 — log a — log b 
ansgerechnet = 8,63360 — 10 
y' = 87«32'5" 
y = 180'— y' = 92* 27' 55". 
Probe : a -f § + y — 180* 0' 7", 
hinreichend genaa. 
Z welter Fall: Gegeben zwei Seiten und der ein- 
geschlossene Winkel: a^ b, y. r^^^^i 

Hessenberg, Ebene and sph&rische Trlgonometrie. 9 
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Man findet c aus der dritten Form el (III) dieses 
Kapitels, sodann a und ^ wie im ersten Fall oder nach 
dem SiDussatz, § 13. 

Drittes Beispiel. 
y spitz, a = 13, b = 14, 7 = iSV 22' 48". 

log 2 ab cos y = log 2 -1- log a + log b + log cos y 
ausgerechnet = 2,14613 
2 ab cos 7 = 140,00 

c* = a" + !>' — 2 ab cos y 

= 169 + 196 - 140 = 225 
c = 15. 
Fur a und /? erhalt man nach den Formeln (II): 
a = 53* T i9'\ § = 59* 29' 23". 
Probe : a + ^ + y = 180* 0' 0". 

Viertes Beispiel. 

y stumpf. a = 13,509, b = 16,470, y = 92' 2T 55". 
y' = 180* — y = 87° 32' 5", cos y* = — cos y 
c" = a"+b" + 2abcosy' 
log 2 ab cos y' = log 2 + log a + log b + log cos y' 
ausgerechnet = 1,28194 
2abcosy'= 19,14 

a" = 182 49 [**» b" und c Bind aus a, b und 

• 9 __. 071 og 0' mit dw Quadratzahlentabelle 

* ermittelt.] 



c«= 472,89 
c = 21,746. 
Dritter Fall: Gegeben zwei Seiten und ein nicht 
eingeschlossener Winkel: a, b, a. 

Dieser Fall ist einfacher nach dem Sinussatz (siehe 
§ 13) zu losen, lasst sich aber auch nach dem Cosinus- 
satz behandeln. Man hat fiir c die quadratische Gleichung 
a* = b* + c* — 2 b c cos a 
Oder c' — 2 b c cos a = a ' — b*. i 

Digitized by VJVjOQ IC 



Kap. II. Das schiefwinklige Dreieck. 36 

Ihre "Wurzein sind 

c = b cos a + l ^a* — b' + b'cos'a 
= bcosa+Va' — b" siF^ (IV) 

Ist a > b, so ist nur das obere Vorzeichen branch- 
bar; das untere wtirde einen negativen "Wert ergeben, 
Ist a < b, so sind beide Vorzeichen brauchbar,* es muss 
aber b'sin*a kleiner als a' sein, weil sonst der Aus- 
druck unter dem "Wurzelzeichen negativ wird, 
FUnftes BeispieL 
a = 13, b = 4, a = 53* 7' 49". 

log b cos a = log b + log cos a 
log b sin a = log b + log sin a 
log b = 0,60206 
log cos = 9,77815 — 10 
log sin a = 9,90309 — 10 

log b cos a = 0,38021,... b cos a = 2,4000 
log b sin a = 0,50515 
2 log b sin a = 1,01030 ... b' sin" a = 10,240 
a' — b'sin''a = 158,76 
Va'-b^sin-a = 12,600 

c =2,4+12,6 = 15 Oder — 10,2. 
Die negative Wurzel ist nicht branchbar. Aus a = 13, 
b = 4, c = 15 berechnet man die fehlenden Winkel nach Fall 1. 
Sechstes Beispiel. 
c = 21,746, a = 13,509, a = 38* 21' 48". 
Man bat fur b die quadratische Gleichung 
a* = b* + c" - 2 b c cos a, 

deren Wurzein , ■ ,/— i r-^— i — 

b = ccosa±ya" — c"sm*a 

sind. Es wird wie im fiinften Beispiel: 

c cos a = 17,051, c* sin" a = 182,16 

a*-c'sin'a = 182,49 — 182,16 = 0,33 

ya" — c"sin"a = 0,575 

b = 17,051 ± 0,575 = 17,.6g7,,q^^476. 
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Beide Werte sind brauchbar; aber die letzte Stelle ist 
nm 6 Eiuheiten falsch, wie genanere Berechnung zeigt. Der 
Fehler entsteht dadorch, dass a' — c*sin'a nur auf zwei 
Stellen genau gefnndeii wird. Er kann noch bedentend 
grdsser werden. 

Weit^re Uebiingsbeispiele enthftlt Tafel II am Schlius 

des Baches. 

§ 11. Sinnssatz. 

Die Seiten eines Dreiecks rerhalten sich, wie die 
Sinns der gr^ST^nttberliegenden Winkel: 

a:b;c = sina:sini9:sin/. (V) 

Beweis* In dam rechtwinkligen Dreieck AC He 
liegt bei A der Winkel a, wenn er spitz ist, dagegen 
der Winkel (180® — «) = a', wenn a stumpf ist. Nach 
Formel (I) des ersten Kapitels baben a' and a denselben 
Sinus . CHc be 

«^«= AC- = V 

r 




Flgur 14. 
Es ist also he = b sin o 

and ebenso im Dreieck B C He 

he = asini? 
folglich : a ain i? = b sin a 

a : b = sin a : sin $ w. 
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Fignr 1ft. 
Erweiterter Siniissatz: 

a b c 



B 



= 2r 



ilnir— sin/? — ^Hy — ^^ ^^^^) 

Oder a = 2rsiiia; b=:2rsin/?| c = 2r8iiiy. (VIII) 

Beweis. Man ziehe darch B den Durcbmesser 

des Umkreises. A' sei sein zweiter Endpunkt. Das 




Fignr 16 a. 
Dreieck A'BC hat nach dem Satz des Thales bei C 
einen recbten Winkel. Also ist: 

. , BC a 



BA'~ 2r 
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let aber a spitz, so steht 63 mit a' iiber demselben 
Bogen, ist also nach dem Satz vom Peripberiewinkel 
gleich o'. Ist dagegen a stumpf, so erganzen sich die 




Flgur 16 b. 

Bogen, iiber denen a und a' steben, zu 360% die Winkel 

a und a' also zu 180®. Es ist daber nacb Formel (I) 

des ersten Kapitels sin a' gleicb siu a, mitbin unter alien 

Umstanden . a 

sin a = — — . 
2r 

Zweite Form des erweiterten Sinnssatzes: 
sing _ sin/? _ siny 2J 
a ~ b ^ c ""abc ^^^^ 

Oder J = -2-^C8ina = -2-cagiii/? = -2^ab8iny (X) 

(Inhaltsformel). 

ErsterBeweis. Nacb Formel (YII) dieses Kapitels 

ist = -z — . Driickt man r nacb Formel (V) der 

a 2r ^ \ 

Einleitung durcb J und die Seiten aus, so wird 



2J 

abc* 
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Zweiter Beweis, Nach Formel (VI) dieses 
Kapitels ist he = b sin a^ also 

J = ^ c he = "^ b c sin a, w. z. b. w. 

§ 12. Rechnerischer Beweis des Sinussatzes. 

Bei den soeben angegebenen geometrischen Beweisen 
des Sinussatzes mussten die Falle stumpfer und spitzer 
"Winkel unterschieden werden. Dies ist nicht notwendig, 
wenn man mit Hilfe der Formel (XI) des ersten Kapitels : 

sin^a + cos'a= 1 
sich den Sinus aus dem in § 9, Formel (II), angegebenen 
Ausdruck des Cosinus ausrechnet. Man hat dabei drei- 
mal die Formel 

p*-«i' = (p-q)(p+q) 

aus der Algebra anzuwenden. Zunachst ist 

sin' a = 1 — cos* a = (1 — cos a) (I + cos a). 
Die beiden Faktoren der rechten Seite berechnen 
wir einzeln. Es ist 

— a' + b* + c* 



1 — cosa= 1 



2bc 
a' — (b'— 2bc+c») 

2bc 
a« — (b — c)' 



2bc 
_ [a^(b^c)][a+(b^c)] 
2bc 

l-cosa = -^'^. (XI) 

Ebenso wird 

1^ . . -a' +b» + c' 
1 + C08a = l-| — r 
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_ b'+2bc + c«-~a« 

2bc 
_ (b + c«)-a' 

2bc 
_ [b + c-a][b + c + a] 
2bc 

+ C08a = ^^^. (XII) 

Nunmehr ist 

4 8 . Sa • Sb • So 
sin* a = (1 — cos a) (1 4- cos a) = 77—75 

(DC) 

2]/ 8. 8a. 8b. So 2 J 
Bin a = — t ^.2 — ii — r = 



be be 

J =-^ be sin a w. z. b. w. 
Dieser Beweis deekt sich im wesentlichen mil der Ab- 



leitung der Forme! J = V s . sa . sb . So in der ebenen Geometrie. 

§ 13. Anwendungr des Sinnssatzes. 

Der Sinussatz und seine Erweiterung 
dient zur Bereehnung eines Dreieeks aus 
einer Seite und zweiWinkeln, oder ans zwei 
Seiten und einem nicht eingeschlossenen 
"Winkel, oder aus drei Seiten. 

Erster Fall. Gegeben eine Seite und ivrei Winkel. 
Man reehne zuerst nach dem Satz von der Winkel- 
summe den dritten Winkel aus. Aus a, a, /?, y findet 
man dann b und c aus (Y) 

a , ft . 

b = — : — sin jff c = — : — sin y 

sin sma ' 

log b = I og a — log sin a + log sin ^ 
logc=loga — log Bin a + log sin y. 
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Erstes Beispiel. 
a = 13, a = 53» T 48'', /? = 14» 15' 9", 
Zueret ist a + /? = a?" 22' 48" 

y = 180 — (a + /?) = 112* 37' 12". 

1. Berechnung von b. 

log b = log a — log sin a + log sin/? 
ansgerechnet = 0,60206 
b = 4,000. 

2. Berechnung yon c. 

sin/ ist gleich dem Sinus des Nebenwinkels 

/ = ^7" 22' 48" 

log c := log a — log sina + log sin/ 

ansgerechnet = 1,17609 

c = 15,000. 

Zweiter Fall. Zwei Seiton und ein gegentlber- 

liegender Winkel: a, b, a. Nach dem Sinussatz ist 

sin /5 b . sin a , b 

-: — =— • smi?= . 

sma a' a 

Ana iff uud a findet man y nach der Winkelsumme, 

c wieder nach dem Sinussatz: 

asiny 

C = — ; -, 

Bin a 
Zweites BeispieL 
a = l3, b = 4, a==53«7'49". 

log sin jff = log sin a — log a -|- log b, 
ansgerechnet = 9,39121 — 10, 
/? = 14*15'0" 
Oder /?' = 180* — 14*15' 0". 

Der Bweite Fall ist aber ausgeschlossen^ denn da 

/?' stompf ist, kdnnte es nur der grdssten Seite des 

Dreiecks gegenUberliegen, wahrend b kleiner als a ist. 

Eiir y erhalt man aus der Winkelsumme 112^ 37^ 

12" und daraus fiir o 15,000. ogtzedbyv^w^^ic 
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Drittes Beispiel. 

a = 13,509, b = 17,632, a = 38'* 2V 47". 

log sin /S = log sin a — log a + log b, 
ausgerechnet = 9,908o2 — 10, 
iff, = 54' 6' 7" 
/?, r= ISO' — 54" 6' 7" = 125" 53' 53"* 
Da b grosser als a ist, liegt kein Grand gegen die 
Brauchbarkeit des zweiten Wertes vor. Es wird 
y, = 87' 32' 6", y, = 15'» 44' 20". 



^ sin n 



* sma 
Die Berechnnng ergiebt 

Cj= 21,746, C9= 5,9041. 

Viertes Beispiel. 

a = 13,509, c = 21,746, a = 38^21' 47". 
Hier ist naturlich erst / zu berechnen. 

log sin y = log sin a — log a + log c, 
ausgerechnet = 9,99960 — 10, 
/i =87^32' 

y, = 180'»-y, =92»28'. 
Die Seknnden sind nicht zu bestimmen. Beide Winkel 
konnen um eine Minute falsch sein. £s wird 
/?! =r 54« 6' 13", /S, =: 49« 10' 13". 
Anch diese Winkel sind natnrgemass angenan. Man 
findet mit ihnen 

b, =17,632, b2 = 16,469. 

Man hatte ebensogut /j = 87* 33' nehmen konnen und 
h&tte dafur ^^ ^ ^^^29, b, = 16,473 

erhalten. Noch starker weichen die nach dem Cosinussatz 
(sechstes Beispiel in §10) berechneten Werte ab. 

"Wie verhalt fiich die graphische L6snng? Der Leser 
versnche sie mit den abgerandeten Werten a = 13;5 mm, 
c = 21,7 mm, a = 38^5. ogzed by Google 
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Dritter Fall. Gegeben die 3 Seiten a, b, c. Hier 
ist der erweiterte Sinussatz, am beaten Porrael (IX) oder 
(X) anzuwenden. Man berechne dabei zuerst die den 
kleineren Seiten gegeniiberliegenden "Winkel, da diese 
sicher spitz sind, also der der TabeUe entnommene 
Wert der richtige ist. 

Fiinftes Beispiel. 
a = 13, b = 4, c = 15. 
Es wird 8 = Y (13 + 4 + 15) = 16, 

S;i = s — a =3, 

sb = s — b =12, 

sc = 8 — c = 1| 

J' = 8 . sa . sb . 8c = 16 . 36, 
J =4.6 = 24. 

Nun ist 

T 1 K • 1 2 . 24 4 

J =ir t> c 8in o, also sm a = — = — — 8 

2 ' 4 . 15 5 ^^' 

log sin = 9,90309 — 10, 

a = hV r 48'' ; 

1 2 24 16 

J = -2-casin/?,also8in/?=j^ = gg, 

log sin iff = 9,39121 — 10, 

1 2 24 12 

.T = — absiny, also s^^/ = 7^=j3, 

log sin 7 = 9,96524 — 10. 
Aus der Tafel findet man fiir y zunacbst 67** 22' 48". Da 
aber c die grosste Seite ist, kann y anch der Nebenwiiikel 
von 67* 22' 48" sein. Der Satz von der Winkelsumme er- 
giebt in der That, dass 

y = 180* — 67* 22' 48" = 112* 37' 12" 
sein muss. Por»alf> 
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Sechstes Beispiel. 

a = 13,509, b = 17,632, c = 21,746. 
8 = 26,4435, sa = 12,9345, sb = 8,8115, so = 4,6975 ; 

ogJ=ylog{s.Sa.Sb.Sc}=Y{logs+logSa+logSb+logSo} 

ausgerechnet = 2,07550 ; 

log sin a = log 2 + log J — log b — log c, 
ausgerecbnet = 9,79285 — 10, 
a = 38' 21' 49". 
log sin jff = log 2 -|- log J — log c — log a, 
ausgerechnet = 9,90852 — 10, 
/S = 54«6'7". 
^ log sin y = log 2 + log J — log a — log b, 
ansgerechnet = 9,99960 — 10. 
y ist spitz, da a + /? grosser als 90* wird. Die Tabelle 
giebt y nicht genan genug: 87*, 32' — 33'. Man wende da- 
her die Winkelsnmme an: 

y = 87^32' 4". 

§ 14. Tangenten der halben WinkeL 

Zur Berechnung der Winkel aus den Seiten giebt 
68 noch ein drittes Yerfahren mit Hilfe eines ange- 
schriebenen oder des eingeschriebenen Kreises. Fallt 
man von aus auf die Seite b das Lot OY = ^, so ist 
nach Satzen der Planimetrie 

AY=8a, < OAY = |. 

In dam rechtwinkligen Dreieck OAY ist aber 



a OY 



_ Q 



Fallt man von Oa das Lot OaV auf b, so ist, wie 
in der Planimetrie gezeigt wird: 

AV' = s, 
folgUch C V = s - b = Sb. r oooIp 
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In dem rechtwinkligen Dreieck OaV'A ist 




v 



Figur 17. 
In dem rechtwinkligen Dreieck OaV'C ist der Winkel 
bei die Halfte des Aussenwinkels yon y, also gleich 

i^l80»— y) = 90*— |-, folgKch der Winkel bei Oa gleich 



-^. Man hat also 



CV Sb 



Aus den drei Formeln (XIII, ,,,,,) kann man 
durch Vertauschen der Seiten nnd Winkel folgende 
Tabelle herstellen: 

tic^ = -£- = ^ = ilL — is., 

Driickt man die Kadien durch die Seiten aus 
(Formel IV der Einleitnng), so reduziert sich die An- 
zahl dieser Formeln auf die Halfle. ^ied^S^^il^^^tJRf 
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a J 8b»So 



Setzt man hierin J = )^8 . Sa . Sb . Sc , so werden auch 
diese beiden Ansdriicke miteinander identisch. Man 



erhalt : * ^^ 1 '^b • ^c 









Diese Formeln sind zur Berechnung der 
Winkel aus den Seiten sehr viel geeigneter 
als der Sinus- und Cosinussatz. Erstens ge- 
statten sie durchgehende logarithmische Rechnung, was 
beim Cosinussatz nicht moglicb ist. Zweitens sind die 
aufzuschlagenden Winkel sicher spitz. Drittens ist die 
Tafeldifferenz yon log ig nie kleiner als 25 Einheiten 
der letzten Stelle, also kann man mindestens auf zwei 
Sekunden genau interpolieren. 

Erstes Beispiel. 

a = 13, b = 14, c = 15. 
g = 21 ; sa = 8 ; Sb = 7 ; Sc = 6. 

tgy = ]/§^ = |; log tg I = 9,75696 - 10. 



a 



-H- = 26' 33' 54" ; a = 53» 7' 48". 
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Y = 29* W 41" ; fi = bd'29'22". 

-|- = 33»41'25''; y = Qr 22' 60", 

Probe : a + ^ + y== 180* 0' 0". 

Zweites Beispiel. 

a = 13,509, b =: 17,632, c = 21,746. 

8 = 26,4435 ; sa = 12,9345 ; Sb = 8,8115 ; sc = 4,6975. 

Jog tg y = Y { log Sb + log So — log s — log sa I , 
ausgerechnet= Y (l,08285 — 2^ = 9,54143 — 10, 
|. = id^ 10' 54". 

log tg y = y I log sa + log so - log s - log Sb | , 
= -i- { 1,41625 - 2 I = 9,70813 - 10, 
-^ = 27*3' 6". 

log tg |- = Y I log Sa + log Sb - log s - log Sc j 
= Y [ 1,96261 - 2 I = 9,98131 - 10, 

Z = 430 46/ gii^ 

Somit ergiebt sich: 

a = 38" 21' 48" 
/? = 54* 6' 12" 
y = SV 32' 6" 



Probe : a + fi + y=z iSO* 0' 6". 
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Drittes Kapitel. 

Die Addltlonstheoreme der trigonometrlschen 

Fanktionen. 

§ 15. Erste Form der Additionstheoreme* 

sin (f + 17) = sin f cos 17 + cos I sin ri (I) 

sin (I — 17) = sin f cos 17 — cos f sin 17 (IT) 

cos (J + 17) = COS f cos 17 — sin f sin 17 (III) 
cos {S — fj) = cos f cos 1? + siJi f si^i *!• (IV) 

a) Die vorstehenden Formeln, die soge- 
nannten Additionstheoreme der trigonometrischen 
Funktionen, mussen auswendiggelernt werden, 
am besten, ehe man ihre Beweise durcbarbeitet. Aucb 
empfieblt es sich, ibre Kicbtigkeit an speciellen Bei- 
spielen zu erproben (z. B,i==0, 90^ 180*, 270^ 360^ 
Oder fiir (I) und (III) 5 = 90*^ — 17, 180° — 1? etc., ftir 
(II) und (IV) i = fi, 90^+17 etc.) Dabei ist zu be- 
acbten, dass (fiir Winkel des ersten Quadranten) der 
Cosinus des grosseren Winkels ? + «? kleiner sein muss 
als der des kleineren "Winkels § — 1? ; bierdurcb erklart 
sicb das Verbalten der Vorzeicben in (III) und (IV). 

b) Wenn man eine der Formeln (I) bis (IV) 
kennt, so kann man die anderen daraus ber- 
1 e i t e n. 

Setzt man z. B. in (I) 17 = — ff, so wird nach 
Kap. I, § 6, 5 

sini/ = — sin 17', cos 17 = cos rj', 
wodurcb Formel (I) in (II) und (III) in (IV) iibergebt. 
Ferner ist 

COB (5 + i7) = 8in(90« — 5 + 17) 
=« sin (90® — i) cos 17 + cos (90® — |) sin 17 
= cos i cos 12 4^ sin I sin 17. ^ t 

*^ DgtzedbyCOOgle 
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Der Leser versnche ebenso die Herleitong der 
iibrigen Formeln aus (11), (HI) und (IV). 

c) Man seize in (I) und (III) i = i'—fi und lose 
die so entstehenden Gleichungen nach sin (f ' — tj) und 
cos (^' — fj) auf. Man wird (II) und (IV) erhalten. 
TJmgekehrt setze man in (II) und (IV) | = f' + i? und 
lose nach sin (!' + v)i ^ob (S' + 17) auf. 

d) Man setze in (I) S = i' — 17, driicke sin (J' — rf) 
nach (II) aus und berechne cos (|' — 17). In ahnlicher 
Weise leite man (HE) aus (I) und (11) und umgekehrt 
(I), (II) aus (in) und (IV) ab. 

Hieraus wird ersichtlich, dass es genugt, zwei oder 
auch bloss eine der Formeln (I) bis (IV) zu beweisen. 
Der Beweis wird noch vereinfacht durch folgende Satze: 

e) Hat man eine der Form el n (I) bis (IV) 
fUr die Winkel zweier aufeinanderfolgen- 
der Quadranten bewiesen, so gilt sie flir 
beliebige Winkel, 

Man setze beispielsweise in (I) f = J' -f- 130^ Es wird 
sinS'= — sin^; cos|'= — cos|; sin(|'+^)=— sin(f+^). 
Die Formeln fiir sin (|' + v) und sin (i + ^j) sind dem- 
nach gleichbedeuteDd und gehen ineinander iiber. 1st 
also (J) bewiesen fur Winkel |' von bis 180®, so ist 
es auch bewiesen fiir die um 180® grosseren Winkel | 
von 180® bis 360® u. s. f. 

Der Leser untersuche auch (II), (III) und (IV) 
daraufhin. 

f) Hat man eines der Formelpaare (I), (TIT) 
und (U), (IV) bewiesen fiir die Winkel eines 
Quadranten, so gilt es fiir beliebige Winkel. 

Hessenberg, Ebene und sphfirische Trigonometrie. 4 
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Man setze beispielsweise in (I) und (III) f = J' + 90**. 
E8 wird, da 90® — |' der Neben winkel von f ist : 

sin I = cos f , cos I = — sin |' 

ebenso 

sin (f + ^) = cos {t + v)i cos (| + 1?) = — sin (f ' + 4y), 
womit die Formeln ftlr sin (f + ly)? cos (f + ) bezieh- 
lich in die fur cos (f ' + 17), sin (i' + ^) iibergeben. 

Hat man also (I) und (III) fur die Winkel f des 
ersten Quadranten bewiesen, so gelten sie auch fur die 
um 90® grosseren S des zweiten u. s. f. 

Der Leser untersuche auch (II), (IV) und den 
Winkel daraufliin. 

§ 16. Beweis der Additionstbeoreme* 

Erster Beweis. 

a) Aus der Planimetrie ist der Satz des Ptole- 
m a u 8 bekannt * : In einem Sehnenviereck, dessen 
Ecken in der Heihenfolge, wie sie auf dem Kreiseliegeu, 
mit P Q R S bezeichnet seien, ist das Produkt der 
Diagonalen gleich der Summe der Produkte der Gegen- 
seiten : 

PR.QS = QR.PS + PQ.R8. (A) 

Man kann diese Gleichung nach Division durch 
PR' in der Form scbreiben: 

QS_QR PS FQ RS 
PR""PR *PR"^ PR PR ^^^ 

Wahlt man PR als Durchmesser, so lassen sicli 
diese samtlichen Yerhaltnisse als Sinus und Cosinus auf- 



1 Ein trigonometrischer Beweis des Satzes unter AnwendQiig 
der Additionstheoreme findet slcli unten, § 27. r^^^^Ir^ 
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fassen. Die vier Quotienten auf der rechten Seite sind 
namlich die Seitenverhaltnisse der nach dem Satz des 
Tales bei Q und S rechtwinkligen Dreiecke PQR und 
PSR. Zieht man noch durch den Mittelpnnkt M des 
Kreises den Durchmesser QP', so ist in dem bei S 
rechtwinkligen Dreieck Q P' S 

QS:P'Q=QS:PIL 




Figur 18. 

b) Man mache jetzt<QPR = J, <SPR = i7. 
Der Winkel QP'S steht mit QPS uber gleichem odor 
entgegengesetztem Bogen, ist also ihm oder seinem 
Supplement gleich, so dass auf jeden Fall 

Bin QP'S = sin QPS = sin (f + 17). 
Mitbin ist 

QR:PR = sinf RS:PE = sini; 

QP:PR==cosf PS: PR = 00817 

QS:PR = 8in(H-i7). 
In (B) eingesetzt ergiebt dies (I). 

c) Man maobe <^ QPR = |, < SRP = 17. Dana 
i8t<PQM = <QPM = fab BasisyriDj^^^^^icb. 
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schenkligen Dreieck PQM und<PQS=:<PRS = i7 

als Peripheriewinkel iiber dem gleichen Bogen PS; mit- 

hin ist 

<8QP' = <PQM-<PQS = ^-i7 

QK:PE. = sinf RS:PR = cosi? 

QP:PR = cos^ PS:PR = sini7 

Q8:PR = cos(f — 17). 
In (B) eingesetzt ergiebt dies (IV). 
d) Schreibt man (A) in der Form 

QR_PR^ Q^_ZQ. ^ 
PS "" P8 ' PS PS * PS 
und macht PS zum Durchmesser, zieht durch M den 
Durchmesser QP', so sind die fiinf in (C) auftretenden 
Qnotienten Verbaltnisse der Seiten der rechtwinkligen 
Dreiecke PQS, PES, QRP'. 







Pigur 19. 
Man mache <QP8 = f, <RPS = iy. Es wird 
< QP'R = < QPR = I — iy, als Peripheriewinkel iiber 
dem Bogen QR, mitbin 
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PQ:PS = co8f QS:PS = 8inf 

PE:PS = cos^ RS:PS = 8iniy 

QR Q^ w^ ^ 

In (C) eingosetzt ergiebt dies (II). 

e) Man mache <QSP = |, <RPS = i7. Da die 
Bogen QP und RS zusammen kleiner als 180*^ sind, 
muss Yorausgesetzt werden, dass 

also cos a + n) positiv ist. Es wird <RQS = <EPS 
= fl (Peripheriewinkel iiber RS), <MQS = MSQ = 5 
(Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck MQ8), 
d. h. <RQP' = i + v, mithin 

PQ:PS = 8inf QS:PS = co8? 

P R : P S = cos 17 R 8 : P 8 = siniy 

QR:P8 = QR:QP' = cos(f + i7). 
Ist f + ^ > 90^ 80 mache man < QPS = |, 
<RSP = i7. Es wird <PQR=180^— PSR = 180°— 17 
(Peripherie winkel fiber den entgegengesetzten Bogen 
PR), <PQM = <QPM = | (Basiswinkel im gleich- 
schenkligen Dreieck QPM), < RQP' = 180*^ — I — 17. 
PQ:PS = cos| QS:PS = sinf 

P R : P 8 = sin ly R8 : P 8 = cosiy 

QR:PS = QR:QP' = cos(180'-5-i7) = -cos(f+i?). 
In (C) eingesetzt ergiebt dies in beiden Fallen (III). 
Hiermit sind die Formeln (I) bis (IV) fttr Winkel 
des ersten Quadranten^ somit nach § 15, f allgemein 
bewiesen. 

Zweiter Beweis. 

I) Setzt man in die Cosinusformel 

c = a cos /? + b cos a .^,,, ,^ Google 
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aus dem erweiterten Sinussatz a = 2r8ina etc. ein, so 
hebt sioh 2r fort und es bleibt 

sin y = sin a cos /fif + cos a sin /?. (D) 

Man trage jetzt in zwei Punkten A, B einer Ge- 
raden an diese, auf derselben Seite, einander zugekebrt 
die Winkel g und ^ an, die wir beide kleiner als 180® 
annehmen. 1st dann I + ^7 < 180^ so schneiden sich 
die freien Schenkel in einem Punkte C, und in dem 
Dreieck ABC ist 




Fignr 20. 

Setzt man diese Werte in (D) ein, so wird 
sin y = sin (| + 17) = sin f cos i? + cos | sin ij. 

Ist f + «7>180°, so schneiden sich die freien 
Schenkel riickwarts verlangert in einem Punkt 0, und 
im Dreieck ABC ist 

0=180'* — f, /? = 180" — 17, y = i + v — lSO'', 
sin a = sin i, sin /? = sin 17, sin y = — sin (i + »;) 

cos a = — cos f , cosj^ = — cos 17. 

In (D) eingesetzt ergiebt dies wiederum JIJ^ 
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Flgur 81. 

Hiermit ist (I) fiir aUe Winkel von 0« bis 180^ 
mithin naoh § 15, e allgemein bewiesen. Hacb § 15, b 
erhalt man daher durch einfache TJmformungen auch 
(H) bis (IV) daraus. 

g) (IT) kann in einfacher Weise ahnlicb bewiesen 
werden. Man trage in A und B i und i? auf derselben 




Seite der Geraden an, 



Figur 22. 

aber nicht mehr 



einander zu- 
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gekehrt, sondem beide mit der Oefifnung nach derselben 
Seite, den grdsseren vor dem kleineren. Die freien 
Scbenkel mogen sich in schneiden. Es wird 
a = 180« — I, /? = iy, 

sin a = sin f , y = ? — T?. 

cos a = — cos f , 
worn it (D) in (II) ubergeht. — 

Hiermit ist (II) fur Winkel zwischen 0' und 180^ 
also nach § 15,e allgemein bewiesen. Die Formeln (III) 
and (IV) kann man jetzt etwa nach § 15, d herleiten. 

Ein weiterer Beweis findet sich im nachsten Para- 
graphen, und ein ganz allgemeiner fiir Winkel beliebiger 
Quadranten im Kap. XI, der aber fiir Anfanger schwerer 
verstandlich sein diirfte. 

§ 17» Zweite Form der Additionstheoreme. 

Addiert man die Gleichungen (I) und (11) dieses 
Kapitels, so folgt: 

2 sinf COS17 = sin (i+ij) + sin (f — ^y). (Y) 
Durch Subtraktion ergiebt sich 

2 sin 17 cos I = sin (|+ ^) — sin (f — tj), (VI) 
Ebenso erhalt man aus (III) and (lY) 

2 cos ? cos ly = cos (S + v) + cos a — 17) (VII) 
und 

— 2 sin f sin t^ = cos (f + 17) — cos (i — 17). (VIII) 

Bezeichnet man die Winkel f + iy und f — tj mit 
o und fi, so wird 



fi^i — V *7 = 17(«- 
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Durch Einsetzen in die soeben abgeleiteten Formeln 
erhalt man folgende vier wichtige Beziehungen: 

sin a + sin i? = 2 sin ^^ cos ^^ 

sin a — sin /ff = 2 sm — ^ cos A 

cosa + co8/?= 2cos A cos >» 



COS a — COS /S = — 2 sin ^2 sin '^ 2 • ^^^) 

Sie werden after gebraucht, als die Formeln (I) 
bis (IV)y sind aber mit diesen gleichbedeatend. Man 
kann sie auch sehr einfach geometrisch ableiten. Doch 
soil dieses Yerfahren nur fiir den Fall angegeben werden, 
dass a und fi Winkel des ersten Qnadranten sind. 

£s sei PBA ein Kreis miC dem Eadius 1 und 
dem Centrum 0. Winkel POA sei gleich a, Winkel 
POB gleich fi. Von A und B seien die Lote A A' 
und BB' auf OP gefallt. Dann ist (Fig. 23 a. f. S.) 

AA' = Bina, BB' = sin^, 

OA' = cosa, OB' = cosi^. 

Sodann sei C der Halbierungspunkt der Sehne AB. 
£s ist OC senkrecht auf AB und 

<AOC = -^<AOB= "-" 



2 ^ ^ 2 



<C0P = /? + -2~ =~T • 
FlQlt man noch das Lot C C auf P, so ist 

GG'=z^{AA' + BB'} =y{8ina + 8in^} 

als Mittellinie des Trapezes AA'BB'.gtzedbyGoogIe 
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Andererseits istin demrechtwinkligenDreieckCOC' 
CC' = OC.sin<COP = OCsm^ 
und in dem rechtwinkligen Dreieck AOC 



Somit wird 

1 o. —— R ft '\ R 

C C = Y {sin a + sin /? I = cos — - — sin — - — . 
Dies ist die erste der Formeln (IX). 




B' 



'P 



A' r 

Pigur 28. 
Gleichzeitig ist 
C = ^ {0A'+ B'} = -i- {cos a + cos ^} 
und andererseits 



OC' = CC'cos< COP = cos 



!— /? a + / 



2 --» 2 * 
Durch Yergleich beider Werte ftir OC entsteht 
die dritte der Formeln (IX). 

Zieht man jetzt nocli CX senkrecht zu A A' bis 
zum Schnitt mit A A' in X, so ist AX gleich der 
halben Differenz von A A' und BB'. ,, , .„,.... 
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AX = -^ {sin a — sin ^}, 

and <^XAC = <COP, 

weil XAIOP, AC IOC. In dem rechtwinkligen 

Dreieck XAC ist aber: 

XA = ACco8<XAC = ACcos-^^i^ 

und in dem rechtwinkligen Dreieck AOC 

AC = 0A.8in<A0C = l.sin ~^. 

Damit wird 

a—/? +3 



X A = -^ /sin a — sin fi\ = sin 



2 2' 

Dies ist die zweite der Formeln (IX). 

Gleichzeitig ist 

XC=A'C' = |-A'B'=~{cos^-cos«}, 

und andererseits 

XC=ACsinXAC = sin-^^^sin-^^, 

Durch Vergleich beider Werte fiir XC entsteht 
die letzte der Formeln (IX). 

§ 18* Bedeutung der Additionstheoreme* 

Die Bedeutung der eben abgeleiteten Formeln ist eine 
vierfache. Erst ens dienen sie vom rein rechnerischen 
Standpnnkt vornehmlich in der Gestalt (V) bis (LX) zur Um- 
forranng der fur logarithmische Rechnung ungeeigneten 
Summen von Sinus in Cosinus in bequeme Produkte. 

Anmerkung. Vor Erfindung der Logarithmen wur- 
den die Formeln im umgekehrten Sinne zur Yerwandlung 
von Produkten in Summen benutzt. Man nannte das Ver- 
fahren, das bald durch die Logarithmen verdrftngt wurde, 
-Prosthaph&resis*. 
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Z w e i t e n s erweitern die Additionstheoreme das Ge- 
biet der Anwendungen der trigonometrischen Funktionen 
bis ins Bereich der Algebra und Analysis. Man verwendet 
sie beispielsweise zur Auflosung algebraischer Gleichnngen. 

Drittens bieten die Additionstheoreme das einzige 
Hilfsmittel zur elementaren Berechnung des Sinus und Co- 
sinus eines Winkels, und viertens sind sie fiir die hohere 
Mathematik die fundamentale Eigenschaft der trigonometri- 
schen Funktionen, aus der ihre Reihenentwicklungen abge- 
leitet werden. 

§ 19. Additionsthcorem der Tangcnte. 

Durch Division der Formeln (I) und (III) erhalt man 
sin I cos 17 -|- cos I sin iy 

Dividiert man Zahler und Nenner durch cos | cos iy, 
eo wird daraus 

Ebenso erhalt man durch Division aus (II) und (IV) : 

Die Formeln (X) und (XI) enthalten das Additions- 
theorem der Tangente. (XI) geht aus (X) hervor, wenn 
man — rj fiir fj setzt und beachtet, dass tg( — 17)=-- — tgtj ist. 

Dividiert man (HI) durch (I) und dann auf der 
rechten Seite Zahler und Nenner durch sinf sini/, so 
erhalt man 

c«t(| + ,) = 55*^2*1^:1 

'^ cot| + cot«? 
und ebenso aus (IV) und (II) 

cot r^ — T,^ - ^ + cotgcotiy 
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Diese beiden Formeln werden, wie die Cotangente 
selbst, selten gebraucht. 

Durch Division beider Seiten mit cos f cos ^ erhalt 
man aus (I) bis (IV) folgende vier niitzliche Beziebungen: 

sin (i + v) 



cos f cos 1? 

COS a + ri) 
cos I COS 1J 



= 1 + tg f tg 17 



(XIII) 



Durch Division der beiden ersten folgt weiter 
sin(|+iy)_ tgg + tg iy 
sin(f-i7)-tg|-tgi?^ ^""'^^ 

ebenso aus der eisten und vierten 
sin(g+i?) _ tgi + tgfj 
cos(|— 17) l + tgftgi?' 
und aus den beiden letzten 

co3(g+iy) _ l—igjigy ^ 
cos(f— ^) 1 + tgftgVJ 
Aus den Formein (IX) erbalt man durch Division 
der ersten und zweiten 

*«« + /? 



(XV) 



sin a + sin i? 



sill a — sin /7 

der vierten und dritten: 



tg 



a — /? 



-cos iff . a + / 
= tg- 



•ti 



a — /? 



(XVI) 



(XVI,,) 



cos a + cos iff "^2 '^2 
der ersten und dritten oder der zweiten und dritten: 



sing ji sin/? __ g+jg 
cos a + cos /? ® 2 



(XVII) 



§ 20. Doppelte nnd halbe Winkel. 

Aus (I) und (II) erhalt man, wenn man £ = «? setzt : 
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Sin 2i = 2 sin | cos |, (XVIII) 

cos 2f = cos" g — siu« g, (XIX) 

Aus (X) ebenso 

Aus den Gleichungen 

cos 2 1 = cos' f — sin' g 

und l = cos'f + sin'| 

erhalt man durch Addition und Subtraktion: 

l + cos2f =-2cos'|, 

1 — cos 2? = 2 sin' I, 

also 



^m 



. ^ i/l— C032I J -l/l4-C0s2| ,YYT\ 

Bin g = y- ^ , COS g = y 2 • (^^^) 

Aus (XV) wird fiir |=i?, da cosO=l ist: 

8iB2| = y^, cos2| = i^|;i. (XXII) 

Setzt man 2| = a, so wird aus (XXI) und (XXII): 

« T / 1 — cos a « i/l + cosa /wm 
2" -y 2 ' «osy = [/ 2 . (XXI) 

2tg^ l-tg'2 
Sin a = ; cos a = —. (XXIP) 

l+tgr'l l+tg'2 

Setzt man in (XVII) iff = 0, so wird noch 

t^«=_8lli^. (xxni) 

«^2 1 + cosa ^ ' 
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Viertes Kapitel, 

Anwendang der Additionstheoreme auf das 
schlefvflnklige Dreieck. 

§ 21. Tangentensatz. 

Aus a = 2rsina, b = 2rsin/5 

erhalt man 

a + b __ 2 r (sin a + sin ^) __ sin a + sin /? 

a — b 2 r (sin a — sin /?) sin a — sin j^ 
und nach den beiden ersten der Formeln (IX) oder 
nach Formel (XVI) des vorigen Kapitela 



(I) 





tg^ 


:+/» 


a + b 


2 


8-b 


tg? 


1-/? 

2 


als b, 


80 BCh 


reibt 




tt'*+" 


b + a 


^6 


2 


b-a 


"tg^ 


— a 
2 



(D 



Diese Formel enthalt den Tangentensatz; man 
nennt sie auch die ^Napier'sche Gleichung'*. Der 
Tangentensatz dient zur Auflosung eines 
Dreiecks, wenn a, b und y gegeben sind, und 
eignet sicb dazu besser, als der Cosinnssatz, weil er 
durcbgebende logaritbmiscbe Eechnung gestattet 
Beispiel: 
a = 13,509, b = 17,632, y = SV 32' 6". 
I. b + a = 31,141 

b— a= 4,123 

a + ^ = 180' — y = 92* 27' 54" 
^ ojv^^ 46* 13' 57". 
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log tg -^ = log tg -^J-^ + log (b — a) — log (b + a 

log tg^-^ = 0,01869 

log (b — a) = 0,61521 
l og (b + a) = 1,49333 

log tg ~^ = 9,14057 ~ 10 

^-~ = V 52' 10''. 



^4^+^i----' 



3.^^+^^ = /? = 54«6'7" 



^- ^■^- = a = 38' 21' 47". 

4. c nach dem Sinnssatz, zur Probe etwa anf zwei Arten : 

b sin y a sin y 

c = — -' — ;r- c = — ; — -' 

sm /? sin a 

Ftir die vier Kongruenzfulle empfehlen sich also 
im allgemeinen folgendeBerechnungsmethoden, diedurch- 
gehende Logarithmierung gestatten: 

Erster Kongruenzfall: gegeben a, b, y. 

a — ^ 
Man berechnet — ^ — aus dem Tangentensatz , so- 

dann c aus dem Sinussatz. Aufzuschlagen sind die 

a A- 8 
Logarithmen von a + b, a— »b, tg — s — , a^ sin a, sin y, 

tt ^— s 
die Numeri von logtg — s — ^^^ logc. Die Tabelle 

wird also mindestens Smal benutzt. 

Zweiter Kongruenzfall: gegeben a und die 
Winkel. 
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Man erbalt b und c aus dem Sinussatz. Aufzu- 
schlagen sind die Logarithmen von a, sin a, sin /?, sin 7, 
und die Numeri von logb und c. Die Tabelle wird 
mindestens 6mal benutzt. 

Dritter Kongruenzfall: gegeben a, b, c. 
Man berechne nach § 14 die Tangenten der halben 
"Winkel. Aufzuschlagen sind die Logarithmen von s, 

ft /? 

Sa, 8b und Sc, die Numeri von log tg o"i und log tg ^^ 

(logtg^nur zur Probe). Die I'abelle wird mindestens 
6mal benutzt. 

Vierter Kongruenzfall: gegeben a, b, a. 

Man berechne fi aus dem Sinussatz, y durch die 
Winkelsumme und c wieder nach dem Sinussatz. Auf- 
zuschlagen sind die Logarithmen von a, b, sin a, sinp/; 
die Numeri von log sin §i und log c. Die Tabelle wird 
mindestens 6mal benutzt. 

§ 22. Weiteres Formelmaterial. 
In Kap. II, § 12, waren die Gleichungen 

1 — cos a = 2 -r — , 1 -f- cos a = 2 -r — 
be ' be 

abgeleitet worden. Nach Formel (XXI') in Kap. Ill 

(§ 20) folgt daraus ohne weiteres: 

Durch Division entsteht die Gleichung 
tg|- = l/?^ (Kap. II, § 14). 
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Au8 den Beziehungen 

a = 2rsina, b = 2rsiniff 
erhalt man durch Addition und Subtraktion: 

a + b = 4rsin — g" cos "~2~» 

a — fi a-\-fi 
a — b = 4r8m — s" ^^ ~2 

Aus a + ^ + y= 180' folgt aber 

fL±^=90*^-|-, also 

j>l8in---g-^==coB|-, cos -2— = sin ^, 

and damit 

a — p y ^ 
a + b = 4rcos — g""^^® 2"' 

. a — 3 , y 
a — b = 4r sm ^ ®^° 2 * 

Ferner ist 

• y y 

c= 2rsiny = 4rsin^co92- (IV) 

Dividiert man (III) bierdurch, so entsteben die 
sogenannten Mollweide*scben Gleichungen 

cos — o-^ ^ 1. sin 



(III) 



a+iL = _-^5 iL:i]L = !::L-l_. (V) 
^ 8in|^ ^ cos I 

Ferner ergiebt sich aus (III) und (IV) durcb Addition: 

y { « — /? I . y\ 

2s = a + b + c = 4rcos-2|co8— g— +sin-2| 

= 4 r cos -| \<5^s~2 "" ^^^ ""2~~J 

y 1/g— /? , o+i?\ l/o+i» g— ^\ 
= 8rcos|co8-(-^ + -^) eos-^-f^-- ^j 
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Oder 8 = 4 r cos "2 cos -h cos -k. 

Ebenso darcb Snbtraktioii : 
2 flc = a+ b — c = 4 r cos ^- jcos — g ^^^ — g~| 

J . . « . iff y 

Oder Be = 4 r sin -Q sm -s cos -k . 

Hierdurch entsteben die vier Formeln: 

s = 4 r cos ^ cos ^ cos -^ 

8|i = 4 r cos 1^ sin ^ sin ^ 

Sb = 4 r sin ^ cos ^ sin -|^ 

Se = 4 r sin ^ sin | cos |^ • 

Mit Hilfe der Gleichungen (XHI) des § 14 erbalt 

^ man bierzu folgende Erganzungen: 

. . a . /? . y 
^ = 4 r sin -^ sm -5- sm -^ 



(VI) 



. . o y 

^ = 4r8m -g cosy cos -- 

a . /5 y 

^b = 4 rcos y sm y cos y 

^^j = 4rcosy cosy sm y 



(VII) 
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Fiinftes Kapitel 

Berechnang der Vierecke. 

§ 23. Allgemeines. 

Man unterscheidet wohl neben der Trigonometrie 
noch die „Polygonometrie" und speciell die ^Tetra- 
gonometrie", — die Lehre von den Vielecken, speciell 
den Vierecken. Diese sind aber keine selbstandigen 
"Wissenschaften, sondern der Trigonometrie untergeordnet. 
Durch Zeriegnng eiijer geradlinigen Fignr in Dreiecke 
und AufstelluDg der Gleichungen fur diese erbalt man 
stets die notwendige und hinreichende Anzahl von Be- 
ziehungen zur Berechnung der unbekannten Stticke aus 
den gegebenen. Mit welchen Hilfsmitteln diese Glei- 
chungen nach den Unbekannten aufzulosen sind, ist ein 
Problem der Algebra, nicht der Geometrie. 

Wir erortern die wichtigeren Aufgaben iiber das 
Viereck, unter Ausschluss des iiberschlagenen oder ein- 
springenden, fur das iibrigens ein prinzipieller Unter- 
schied in der Berechnung nicht existiert. 

Die vier Ecken des Vierecks seien in der Reihen- 
folge, wie sie auf dem Umfang liegen, mit A, B, C, D, 
die zugehorigen "Winkel mit a, /?, y, 6 bezeichnet. Die 
• Seiten 

AB, BC, CD, DA soUen bezw. 

a, b, c, d 
heissen. 

Ausser diesen 8 eigentlichen Stiicken des Yierecks 
betraohten wir noch die Diagonal en 
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AC = e, BD = f 
und die Winkel, die sie mit den Seiten bilden: 
CAD = a,, CAB = a, I DBA = ^,, DBC = ^,, 
ACB=y„ ACD=y^ I BDC = d^, BDA = (J,. 




Diese 18 Stucke, a, b, c, d ; e, f ; «, «, , a^ ; /?, ^, , /?, ; 
rj^un; ^i\i^% gehoren den vier Teildreiecken ABC, 
BCD, CD A, DAC an, die durch Weglassen je einer 
Ecke entstehen. Kennt man von diesen Drei- 
ecken zwei, so kennt man auch die beiden 
and ere n. Entweder haben namlich zwei dieser Drei- 
ecke eine Seite, etwa a, oder aber eine Diagonale, etwa e, 
gemeinsam. Im ersten Fall kennt man aus 

J ABC: a, b, e; a„/^,y„ 

JABD: a, d, f; ft, a, (5,. 
folglich auch 

iBCD aus b, f, fi^=^—^^^ 
und A AOD aus d, e, a, = a-pz«y^GoogIe 
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Im zweiten Fall kennt man aa& 

J ABC: a, b, e; a^y fiuJ'n 
4 ADC: c, d, e; a^cJ, y,, 

folglich aucli 

A BCD aus b, c, y = /j + y, 

und iBAD aus a, d, a = a^'-{'a^. 

§ 24. Berechnung durch Teildreiecke* 

Bestimmt ist ein Yiereck durch 5 unab- 
hangige Stucke. Am einfachsten ist offenbar der 
}?'al], wo aus diesen 5 StUcken ohne weiteres 
z weiTeildreiecke berechnet werden konnen. 
Da fur jedes Dreieck 3 Stucke notwendig sind, -muss 
das gemeinsame Stiick gegeben sein, Es sind also bei 
passender Bezeichnung zwei Hauptfalle moglich: 

1. Gegeben a mit 

zwei von den StUcken b, e; a^,fiyyt 
und „ „ „ „ d, f ; fi^, a, S^. 

2. Gegeben e mit 

zwei von den StUcken a, b; 0^,^,71 
und „ „ „ „ c, d; a,,d^y,^. 

Am nachsteinfachsten ist der Fall, dass nur ein 
Te ildreieok bestimmt ist, dass aber dessen 3 
weitere StUcke die Berechnung eines zweiten gestatten. 
£s sind wieder dieselben beiden Falle zu unterscheiden, 
wie oben: 

3. Gegeben drei von den StUcken b, e; «,, /?, y, *) 

und zwei „ „ „ d,f; ft, a,<5,. 

4. Gegeben drei von den StUcken a, b; a,, /J, yi*) 

und zwei „ „ „ c,d; a,,<J,y,. 

») Natflrllch nlcht die 8 letsten. Digitized by GoOglc 
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XJnter 3 and 4 gleichzeitig fallt die Bestimmung 

. des Vierecks ans b, d; a^, a„ fi\ (/i = 180^ — ^ — ««)• 

Man kann fragen, ob nach Berechnung einesTeil- 

dreiecks auch stets die eines zweiten mdglich ist. Dies 

ifit nicht der Pall. Ist etwa ABO durch 3 seiner Sliicke 

a, b, e; a„ ^, y, 
bestimmt, and ist aasserdem gegeben eines der beiden 
Paare: 

1. c, <J, ; d, (5j ; 

2. f,d; 

3. a,, ^^] y„ <5,; 

4. /?j (and ^, = /? — /?J, ,5; 

5. <5i, <J„ 

to ist kein zweites Teildreieck bestimmt. Die nnter 1 
bezw. 3 aafgefUhrten Paare sind nicht verschieden, 
weil sie durch Vertauschung der Bezeichnungen A and 

ineinander iibergehen. Prinzipiell nicht verschieden 
Bind femer die F&Ue 1, 2, bezw. 3, 4. Der letzte Fall 
ist als Pothenot*sche Aufgabe bekannt und findet 
ebenio wie 3 und 4 in § 26 seine Erledigung. 

1 und 2 sind nicht von Interesse, eignen sich aber zu 
Konstruktionsaufgaben. 

Hiermit sind die Fftlle voUstandig aufgeftihrt, in 
denen sich ein Teildreieck oder mehrere berechnen lassen. 

§ 25. Die Tollstftndigeii Beziehnugen zwischen 
den Winkeln. 

Durch 4 unabhangige Winkel ist ein Yiereck der 
Gestalt nach bestimmt, wie eine einfache Ueberlegung 
zeigt. Sind also 4 Winkel und eine Seite oder Dia- 
ffonale bekannt, so wird man versuchen, aus den 4 

*^ ' Digitized by VJVJVJV It 
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Winkeln so viele der ubrigen Winkel zu fin den, dass 
man die der Seite oder Diagonale anliegenden Teil- 
dreiecke berecbnen kann. 

Wir batten 12 Winkel unterscbieden , zwischen 
denen also 8 Gleicbungen besteben miissen. Es ist zu- 
nacbst 



d 



Diese 4 Gleicbungen sind unabbangig und gestatten, 
uns auf die 8 Winkel a^, a^^ ^ff^, ^^, y^, y^, (5^, 6^ zu be- 
scbranken. Fur diese erhiilt man aus den Winkel- 
summen der Teildreiecke : 

s+z^.+^^+r.^isoS ft+7. + r, + <5, = i80«) 

ys + '^i + <5« + «x = 180S «5, + «,+«, + /?, =180°/^''^ 
Yon diesen 4 Gleicbungen ist aber jede eine Kon- 
sequenz der 3 anderen. Aucb die Gleicbung 

« + /? + r + <J = 360^ 
folgt aus (I) und (II). 

Die feblende 8. Gleicbung lasst sich nur mit tri- 
gonometriscben Hilfsmitteln angeben, und zwar in den ver- 
scbiedensten Formen. 

1. In der Ecke b liegen drei Stucke: a, b, f. 
Man hat im Dreieck BAD 
BDC 
und „ „ BOA 



a : f = sin (5j : sin a, 
f : b = sin y : sin ^, 
b: a = sinaj : sin/j. 



Multipliziert man diese drei Gleicbungen, so wird 
die linke Seite zu 1. Scbafft man den Nenner der 
recbten Seite weg, so erhalt man ^ 
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sin a • sin y^ > sin 6^ = sin a, • sin y • sin d^ ' 

und analog aus den 3 anderen Ecken: 

sin ^ . sin 6^ . sin a, = sin ^^ . sin <5 . sin a^ \ (III) 
sin y . sin a^ . sin ^^ = sin y, . sin a . sin /?, 
sin 6 . sin /?, . sin yi = sin 6^ . sin /ff . sin y, 
2. Geht man von A uber B^ C, D nach A zuriick, 

80 durchlauft man die 4 Stiicke a, b, c, d. Es ist aber 



ira Dreieck ABC 
BCD 
CDA 
DAB 



a : b = sin/j : sinCg 
b : c = sin <5j : sin ^^ 
c : d = sin a^ ; sin y^ 
d : a = sin jffj : sin<5j. 
Mithin, wie oben, 
sin ofj sin /J^ sin y^ sin 6^ = sin a, sin /?, sin y^ sin (Jj. (IV) 
Durchlauft man ebenso die Stiicke e, b, f, d, so er- 
halt man: 

sin a sin fi sin y^ sin 6^ = sin a, sin jffj sin y sin ^, (V) 
und aus den Stuckeu e, c, f, a: 

gin a sin j9, sin y^ sin <5 = sin a^ sin j9 sin y sin d,. (VI) 
Die Gleichungen (III) bis (IV) lassen sich raittels 
(I) und (II) aus einer einzigen unter ihnen herleiten. 
Geschickte Bechner mogen dies versuchen. 

Sieben beliebige der Gleichungen (I) und (II) und 
eine beliebige der Gleichungen (IV) bis (Vi) bilden das 
voUstandige System von Beziehungen zwischen den 
zwolf Winkeln. 

§ 26. Berechnung der Winkel aus 4 gegebenen. 

Wenn 4 Winkel gegeben sind, so wird man bei 
passender Bezeichnung der Ecken stets einen der fol- 
genden 7 FaUe erkennen: ogzedbyv^ww^i^ 
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Erste Hauptlage: Gegeb^n ai^ a^] /?i, /?, 

Oder «,,«,; y^, y^. 

Zweite Hauptlage: Gegeben a,, y^ ; ^u ^r 

Dritte Hauptlage: Gegeben a,, y, ; y^^ 62 

Oder aj, y, ; /ff^, d. 

Vierte Hauptlage: Gegeben a^, /^^ /i, (5, 

Oder a, ^, y^, S^. 

Auflosung: Erste Hauptlage: a^, a^] ^n fi^, 
Aus (11) ergeben sich 

y, = 180^-«,-ft-ft 

80 dass die 6 Winkel «,, a,; i?,, /^j; /j, <Jj bekannt sind. 
Fur <5, und y^ erhalt man aus (II) noch 

c 




Figur 25. 
Mehr Beziehungen konnen aus (II) nicht hergeleitet 
werden. Aus (IV) ergiebt sich aber 

sin (5j sin «, sin fi^ sin <J, 

sin y, ~ sin Cj sin/jj siny, ' 
Setzt man die rechteSeite, die bekannt ist, gleich 
t und 
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so ist a bekannt, ^ unbekannt und nach Kap. Ill, 

Pormel (XVI): 

1 — t __ sin (Jj — Bin y, _ tg ^ 
1 + 1 sin ^j + siny, tg a ' 

woraus q zu berechnen ist. 

Sind Cj, «,; y^, y, gegeben, so wird nach (II) und (I) 




Flgur 26. 

wo ^ bekannt, und nach (V) 

sin /?j sin a sin /» sin y. 



= t. 



sin dj sin a, sin y sin (^ 
Setzt man /?|+ ^,=2 ay so wird nach (II) und (1) 
tg(y_l + t 
tg(5 ~1— t' 
woraus sich a berechnen lasst. Vergl, hierzu Kap. XIII. 

Zweite Hauptlage:. 
Gegeben a„ y, ; <5j, <5,. In der 
ersten Gleichung (III) kom- 
men diese 4 Winkel yor, aus- 
serdem a und y: 

sin a _ sin a, sin ^, 

5^""sinyjSin<J, "" ' oMm^^^^v 
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Aus (II) und (I) folgt aber 

und a — y = 2q ergiebt sich wieder aus 

tga l + t 
Wenn "j + 7i — <^i + ^2 "wir^) ist a = 90*^, tg a = 00, 
unsere Metiiode versagt also. In der That ist dann a-j-y 
= 180", also das Viereck ein Sehnenviereck, mi thin anch 
^1=0^, <5j =yj. Ist dies nicht so gegeben, so ist die Auf- 
gabe unmoglich ; andernfalls ist sie unbestimmt ; jeder Punkt 
des Umkreises von ABC genugt den gestellten Anforderungen, 
Dritte Hauptlage: «2, y, ; y^y ^^^ 
Die dritte der Gleichungen (III) ergiebt 

. sina sin(y, +y,)sin^, 

sin a sm 6. = ^^ = t. 

' sin /j 




Figur 28. 
Aus (II) folgt: 

^i+«, =180* — y, — ^2» also 
<5, + a = 180° — y, — ^2 + "2 = -^, -wo A. bekannt. 
Setzt man noch 

so wird 

sin a sin ^, = -^ jcos fi — cos >l[ = t, 

also cos ^ = cos ^ + 2 1, 

woraus sich ^ ercriebt. ^ t 
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Ist gegeben: a^j, y, ; /J^cJj, so ist nach (II) 




Flgur 29. 
also nach der zweiten Gleichung (III): 



. - sin jff, sin(J sin a« 

moj smo, = — r^^ — ; r-2- = f 

8in(^,+^J 



sm 



Oder cos (6^ — «,) — cos (<5j + a^) = 2 1. 

Nach (n) ist d^ — «, = <5 + a, +^j — 180 = /t*, 
also findet man 6^-\-d^^= X aus 

cos >l = cos ^ — 2 1. 
Vergleiche hierzu Kap. XIII. 

In der vierten Hauptlage ist eine Auflosung 
mit quadratischen Gleichungen und eine Konstruktion 
mit Zirkel und Lineal nachweislich unmoglich. 




B A 




Fignr 30. 
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Ebeae Trigonometrie. 
§ 27. Das Sehnenyiereck. 




Im Sehnenyiereck wird auch die achte Beziehung 
zwischen den Winkeln von einfacher Gestalt. Es seien 
X^ f*f V, (> die den Seiten a, b, c, d gegenliberliegenden 
Peripheriewinkel; dann ist 

^1=^2 = e] ^i = «2 = ^- 



B A 



Fignr St. Figur 38. 

Zieht man durch B den Durchmesser BD' des 
Kreises, so ist das Dreieck BD'A bei A rechtwinklig 
und der Winkel bei D' entweder X oder 180** — X^ also, 
wenn r der Radius des Kreises ist: 

a = 2r sini 
und ebenso bc=2r8in/«; c = 2rsint'; d = 2rsin(>. 
Ferner ist das Dreieck BDD'beiD rechtwinklig und 
hat bei D' entweder den Winkel ii-\-v oder ^ + A; 
beide erganzen sich zu 180*, so dass ihre Sinus gleich 
sind^ Es ist also 

f = 2rsin(/* + v) = 2rsin(A + ^) 
und ebenso e = 2 r sin (yl -}" A*) = 2 r sin (/♦ -^ f). 
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Man beweist mit Hilfe der Formein des dritten 
Kapitels leicht, dass unter der YoraussetzuDg 

sin X sin V + sin ^ sin ^ = sin {X + f*) sin {X + q) ist. 
Multipliziert man beide Seiten mit 4r*, so wird daraus: 

der bekannte Ptolemaische Lehrsatz. 
Im Dreieck ABC ist 

e' = a' + b* — 2 a b cos jj 
und im Dreieck ADC 

e* = c» + d' — 2cdco3(5. 
Da <5 + /? = 180% ist cos 6 = — cos p. Vergleicht 
man beide Ausdriicke fur e*, so wird daraus: 
(a* + b*)-(c« + d*) 
<^^«^= 2(ab + cd; • (VJI) 

Q (a + L)'' — (c — d)* 
Also l + cos/?^2cos'-^= ^ 2(ab + cd) ' 

Setzt man 
— f— a + b + c + dj = Sa, — fa — b+c + dj = sb, 

_- ^a+b — o + dj =8c, -g-^a + c + c — dj = sd, 
so folfft daraus: 



^"' 2 "ab + cd' 
und analog aus 1 — cos/9: 

8a 8b 



sm 



2 ab + cd' 
Mithin ist: 

* 2 I H»i 2 K 8j 8. 

2 Ih»8.' »2 K^^ij,^, 



(VIII) 

Coogle 
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Anderersefts wird 

2 cos — sin 4- = sin i^ = 2 |!!?i^^»^. (ix) 
2 2 ab + cd ^ ^ 

Es ist aber sin /? = sin 6 und -^ ab sin ^ der Inhalt 

von ABCj-^r-cd sin5 der Inhalt von ADC, somit der 
Inhalt J des ganzen Yierecks: 



J — VSa Sb Se H • (X) 

(Wie erhalt man hieraus die Inhaltsformel des Dreiecks ?) 
Wenn man noch den Wert von cos/ff in den Aus- 
druck fiir e' einsetzc, erhalt man nach einigen leichten 
Umformungen 

^.^ (ac + b«l)(ad + bc) , 

ab+cd ^ ^ 

Ebeiiso ist 

f«_ (ac + bd) (ab + cd) 
~ ad-i-bc 

Durch Ausmultiplizieren erhalt man wieder den 
Ptolemaischen Lehrsatz. 

Im Dreieck ABC folgt aus dem Sinussatz: 

. , a sin /» 

sm X = 

e 

und aus (IX) und (XI) 

2a J 

®^^ "^ ^ V(ab + cd) (ac + bd) (ad + bc) * ^^"^ 
Durch Vergleich mit der Formel 
= 2 r sin JL 
ergiebt sich daraus noch 

y_ y(ab + cd) (ac + bd) (a"d + bc) ^^^^^^ 
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§ 28. Das Trapez. 

Ein Trapez ist durch 4 unabhangige Stiioke be- 
Btimmt. Darch 3 Winkel ist es der Gestalt nach ge- 
geben. 

Es seien die parallelen Seiten mit AB uod CD 
bezeicbnet. Dann ist 

a, = y„ ^, =<5., o + (J = 180*, fi + y = lSO\ (XIV) 




Figor 84. 
Diese Eelationen ergeben sich aus einer von ihnenmit 
Hilfe der in § 24 aufgestellten Gleichungen (I) und (II). 
Die Sinnsgleichnngen lassen sich nicht wesentlich ver- 
einfiichen. (IV) und (Y) werden zu 

sin Cj sin Vi sin n = sin* «« sin fi% sin df\ _ 

sin* a gin fit sin /j = sin a^ sin V sin ^^ J ^ ^ 

Wenn 3 Winkel des Trapezes gegeben sind, so 

kann man aus (XIY) stets einen yierten dazu finden, 

dass sich eine der in § 25 angegebenen Hauptlagen 

ergiebt. Ausgenommen ist nur folgender Fall: 

Gegeben: a^, <5„ /?,; y^ = 180^ — a^ — /?, — 6^. 

Dann hat man aus der ersten der Gleichungen (XY): 

fling, __ 1 /smoTsiny^ __ ±. 

sin jff, "" f flin/S, sin <J, "" 

Und nach den Beziehungen zwischen den Winkeln selbst : 

a, + ft = 180^ - « + d,) =J^,^ ^,,^^.. 

Hessenberg, Ebeoe and sphftrlsche Trlgonometrie. fl 
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Setzt man ^, — a^ = 2 ^, so wird, wie in § 25 : 
1— t 



tg (J =s tg (7 . 



1+t 



Zur Losung anderer Trapezaufgaben sind ausser 
den vier Dreiecken ABC, BCD, CD A und DAB 
noch folgende zwei zu verwenden; 

Man ziehe durch C die Parallelen zu DA und 
DB. Sie m5gen AB und A' und B' schneiden. Im 
Dreieck A'BC ist dann 




Figar 85. 

der Winkel bei A' gleich a, bei B gleich /?, 

bei C gleich y+(5— 180''=180*— (a+/?) 

die Seite BC=b, CA'=d, A'B=a — c. 
Im Dreieck ACB' aber ist 

der Winkel bei A gleich a,, bei B' gleich /?j^ 
bei C gleich 180* — («, + /?,) 

die Seite B'C = f , C A = e, AB'= a + c. 

Mit Hilfe dieser Dreiecke warden in der elemen- 
taren Geometrie verschiedene Konstruktionsaufgaben 
gelost. 
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Spharische Trigonometrie. 



Sechstes Kapitel. 

Einleitendes. 

§ 29. Aufgabe der sphErischen Trigronometrie. 

Nachdem die Berechnung ebener geradliniger 
Piguren auf ein algebraisches Problem zuriickgefuhrt 
ist, stehen wir vor der Aufgabe, ebenso fiir raumliche 
Figuren alle zu ihrer Berechnung notwendigen Glei- 
changen herzuleiten. Die dem Dreieck analoge ein- 
facbste Figur ist im Eaum die dreiseitige korper- 
liche Ecke. Ihre drei Kanten bilden zu je zweien 




Figur 36. 

insgesamt drei Winkel, ebenso die drei Seiten (Ebenen). 
Die Kantenwinkel bezeicbnen wir mit a, b, c, die gegen- 
Uberliegenden Neignngswinkel der Seiten entsprechend 
mit o, jff, y, Durch drei dieser sechs Stii^#iifii\i?4.vdie 
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Spharische Trigonometrie. 



iibrigen mitbestimmt. Denkt man sich z. B. Figur 37 
ausgesclinitten, laogs der Kanten Q and B gebrochen 
und so zusammengebogen, dass OP' auf OP fallt, so 






• Flgur 87. 
entsteht eine korperliche Ecke mit der Spitze 0. Die 
Winkel a, b, c waren gegeben; die Winkel, die die 
Ebenen I, II, III einsohliessen, sind fest, nnveranderliohy 
von der Lange der Kanten OP^ OQ, OR unabhangig, 
also lediglich Funktionen von a, b, c. 

£in anschaulicberes Bild von der Lage der sechs 
StUcke erhalt man, wenn man um die Spitze der 




Flgur 38. 
Ecke eine Kugel legt. Dieselbe wird von den drei 
Seiten der Ecken in drei Bogen grSaster Kreise, B0« 

^ Digitized by VJ\^^^V l*^ 
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CA and AB geschnitieii, deren Langen, in Graden, 
Minuten und Sekunden gemessen, a, b und o sind. Die 
Winkel aber, die diese Bogen einsohliessen, sind a; ^ 
und y. So erhalten wir fiir jede Ecke einsphariscbes 
Dreieck; aber umgekebrt entspricbt aucb jedem Drei- 
eck auf der Kugelflaobe eine Ecke mit der Spitze im 
Centrum der Kugel. Die Aufgabe der Berecb- 
nang der dreiseitigen Ecke ist also identisch 
mit der der B^erecbnung des spbariscben 
Dreiecks, dessen Seiten grosste Kreise sind. 

Die letztere ist eines der altesten Probleme der 
Qeodasie und Astronomie. Die ebene Trigonometrie ist 
zu Erdmessungen nur auf kleine Entfemungen tauglicb, 
namlich nur solange man die Kriimmung der Erdober- 
flacbe vemacblassigen kann. Grossere Dreiecke auf der 
Erdoberflache miissen dagegen als spbariscbe bebandelt 
werden. Die Formeln des spbariscben Dreiecks mussen, 
wie man zugleicb erkennt, eine Yerallgemeinerung derer 
des ebenen Dreiecks sein. Wenn man den B>adius der 
Kugel grdsser und grosser werden lasst, miissen sie in 
diese ubergeben. 

Die Lebre von den Beziebungen am 
spbHriscben Dreieok bezeicbnet man als die 
spbariscbe Trigonometrie. IbreAufgabeist^ 
aus drei Stiicken desselben die drei anderen 
durcb Recbnung zu finden. 

Die Hilfsmittel der spbariscben Trigonometrie sind 
dieselben, wie die der ebenen. Die trigonometfiscben 
Funktionen reicben aucb bier zur DarstelluDg aller Be- 
ziebungen aus. Wabrend aber in der ebenen Trigono- 
metrie nur die Sinus, Cosinus, Tangenten und Cotangenten 
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derWinkel vorkamen, treten in der spharischen auch 
die der Seiten auf. Dies ist nicht erstaunlicb, ja 
sogar von vornherein zu vermuten, wenn man wieder 
an die dreiseitige Ecke denkt, in der ja alle sechs 
Stiicke des spharischen Dreieoks als Winkelgrossen er- 
scheinen. 

Aus der Stereometrie ist bekannt, dass die Snmme 
der drei Kantenwinkel einer konvexen korperlichen Eck- 
kleiner als 360® ist. Wir beschranken die Betrachtnng 
auf solcbe Ecken und damit auf spharische Dreiecke, 
die ganz auf einer Halfte der Kugel liegen. Offenbar 
ist in solchen Dreiecken keine Seite und kein Winkel 
grosser als 180**. 



§ 30. Nebendreiecke und Scheiteldreieck. 

A 
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Denkt man sich die drei grossten Kreise, denen 
die Seiten des Dreiecks ABC angehoren, voUstandig 
ausgezogen. so zerlegen sie die Kugeloberflache in acht 
Dreiecke. Die durch A gehenden Kreise schneiden 
sich in einera zweiten Punkt A', die durch B und C 
gehenden in B'^ bezw. C. Die Dreiecke A'BC, AB'C, 
ABC, welche mit ABC je eine Seite gemeinsam haben, 
heisaen die „Nebendreiecke" von ABC. Sie stim- 
men mit ABC in je zwei Stiicken iiberein: in der ge- 
meinsamen Seite und deren Gegenwinkel. Die anderen 
vier Stiicke erganzen die gleichbenannten Stiicke von 
ABC zu 180** (sie sind ihre Supplement e), z. B. ist im 
Dreieck A'BC: 
.< B A'C = a, < A'BC = 180° — /?, < A'CB = 180' —/ 

BC = a, A'C = 180'— b, A'B = 180' — c. 

Das Dreieck A' B'C, welches mit ABC keine Ecke 
und keine Seite gemeinsam hat, heisst das „Scheitel- 
dreieck" von ABC. Es stimmt mit ABC in alien 
Sfucken iiberein. Die anderen drei Dreiecke, die mit 
ABC nur eine Ecke gemeinsam haben, sind die Scheitel- 
dreiecke der Nebendreiecke und zugleich die Neben- 
dreiecke des Scheiteldreiecks von ABC. Sie filhren 
keine besondere Bezeichnung. 

Das Scheiteldreieck A'B'C kann mit dem urspriing- 
lichen nicht zur Deckung gebracht werden. Schiebt 
man es z. B. an dem grossten Elreis A'C AC um die 
Kugel herum, so fallt A' auf A, C auf C, aber B 
nicht auf B, vielmehr auf die andere Seite von AC, 
auf B". "Wenn in der Ebene zwei Dreiecke so gelegen 
sind, kann man sie durch TJmklappen um die ge- 
meinsame Seite zur Deckung bringen. t^AJx^w^gftder 
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Kugel geht dies wegen ihrer Kriimmung nicht. Man 
darf daber Scheiteldreieeke nicht kongruent nennen und 

A 




A' 
Figur 40. 
muss neben dem Begriff der Kongruenz auch den der 
Symmetrie anwenden. Scheiteldreieeke sind symmetrische 
Piguren, 

§ 31. Inhalte yon Zwei- nnd Dreiecken. 




Figur 41. 
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1. Zwei grosste Kreise durch A and seinen G^gen- 
punkt A' teilen die Kugel in vier Streifen, die man 
Kngelzweiecke nennt. Ein Kugelzweieck ist vollstandig 
bestimmt, wenn man den Winkel an einer seiner Ecken 
kennt. Die Flache eines Kugelzweiecks verhalt sich 
zu der Flache der ganzen Kugel, wie der Winkel an 
der Spitze des Zweiecks zu 360^ Es ist also die 
Flache F des Zweiecks mit dem Winkel a, 
wenn R der Radius der Kugel ist: 

2. Scheiteldreiecke haben gleichen In- 
h a 1 1. Dieser Satz ist unmittelbar durch die Anschauung 
gegeben« Der Beweis gestaltet aich aber sehr viel 
umstandlicher, da man die Dreiecke nicht aufeinander- 
legen kann. 




Ist znnachst A B = A C, so ist an oh im Scheiteldreieck 
A'B' = A'C Wenn man AB mit A'B' zur Decknng bringt nnd 
dann das eine Dreieck nm den Winkel a dreht, so kommt 
AmitC, CmitB' zurDeckung; es ist also ABC kongruent 
A'C'B': Ein gl eichschenk lig es Dreieck istmit 
seinem Scheiteldreieck inhaltsgleich. 
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In einem beliebigen spharischen Dreieck konstruiere 
man sich nunmehr den spharischen Mittelpunkt M des Um- 
kreises. Sein Gegenpunkt M' ist der Mittelpunkt des Um- 
kreises des Scheiteldreiecks. Die Dreiecke ABM, BCM 




Flgur 43. 
CAM sind gleichschenklig, also nach dem znletzt Bewiesenen 
ihren Scheiteldreiecken A' B' M', B' C M', C A' M' inhattsgleich. 
Da aber ABC aus den ersteren ebenso (durch Addition oder 
Subtraktion) zusammengesetzt ist, wie A'B'C aus den 
letzteren, so ist auch ABC mit A'B'C inhaltsgleich. 

Die Flachengleichheit der Scheiteldreiecke ist .not- 
wendig zum Beweis einer wichtigen Formel iiber den 
Inhalt eines beliebigen spharischen Dreiecks. Konstruiert 
man zu ABC die Nebendreiecke und bezeichnet die 
Inhalte von ABC, A'BC, AB'C und ABC mit F, 
X, Y und Z, 80 ist der Inhalt des Zweiecks ABA'C: 



F+X = " 



90° 



ebenso 



^ + ^"^10^ 



F + Z = 



90' 



•y- 



Andererseits erftillen die Dreiecke ABC, A'BC, 
AB' C und B' A' C die Halbkugel, die durch den grossten 
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Kreis ABA'B' begrenzt ist, nnd da die Flache von 
A'B'C gleich der von ABC, leinem Scheiteldreieck, 
4»t, hat man F + X + Y + Z = 2B.*n. 

Addiert man die drei ersten Gleichungen und sub- 
trahiert diese davon, so bleibt: 

A 




A' 

Figur 44. 
Man bezeichnet den Ueberschuss a + /? + / — 180^ 
der Winkelsumme uber 180' als den »8pharischen 
Excess des Dreieoks", e, Der Inhalt einea 
Bpharischen Dreiecks ist dem sphariscben 
Excess proportional: 

Die Winkelsumme im sphariscben Drei- 
eck wScbst also mit dem Inbalt4^yfi(J^e\^ck& 
und ist immer grosser als 180^ 
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§ 32. Das Polardreieck. 



Wenn die Ebene eines grossten Kreises und der 
zu einem Punkt P gehorige Durchmesser aufeinander 
senkrecht stehen, so nennt man den grossten Kreis die 
P o 1 a r e des Punktes P und diesen einen Pol des 
grossten Kreises. Jeder grosste Kreis zerlegt die Kugel 
in zwei Halbkugeln. Der Mittelpunkt jeder dieaer Halb- 
kugeln ist ein Pol des grossten Kreises. 

Der Aequator ist die Polare des Nordpols wie des 
Sudpols, Nord- und Siidpol sind die Pole des Aequators. 
AVir empfehlen dieses Beispiel dem Leser zur Veran- 
cchaulichung der nachfolgenden Satze: 

1. Jeder grosste Kreis duTch P steht senkrecht auf 
der Polare von P. 




Flgur 45 

2. (Umkehrung.) Jeder auf einem grossten Kreis 
aenkrechte Kreis geht durch den Pol desselben. 
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3. Jeder Punkt der Polare hat vom Pol den Ab- 
stand 90*. 

4. (Umkehrung.) Jeder Punkt, der von P um einen 
rechten Winkel entfemt ist, liegt auf der Polare von P. 

5. Liegen A und B auf der Polare von P, so ist 

AB = <APB. 

6. P sei der Pol von A B und von A sei nach B 
bin AS = 90^ von B nach A bin BT = 90' auf AB 
aufgetragen. Dann ist P S die Polare von A, P T die 
Polare von B und <SPT soil als Winkel der Polaren 
von A und B bezeicbnet werden. Es ist aber nacb 5 

<SPT = ST. 
S und T liegen ausserbalb oder innerbalb von AB, je 
nacbdem AB < oder > 90** ist. Im eisten Fall ist 
ST=SA + AT = SA + BT — AB 
= 90' + 90°—AB, 
m zweiten ST = S A- AT = SA — AB + BT 

= 90' — AB + 90^ 
Also auf alle Falle: 

<SPT + AB=180% d. h.: 
Der spbariscbe Abstand zweier Punkte 
und derWinkel ibrerPolaren erganzen sicb 
zu 180^ 

7. Zugleicb erkennt man: Die Polaren SP und 
TP von A und B scbneiden sicb im Pol P von AB. 

Man konstruiere jetzt die Polaren der drei Ecken 
des spbSriscben Dreiecks. Zu diesom Zweck trage man 
von A au8 auf b nacb C bin ABa =^ 90^, auf c nacb 
B bin A Ca = 90* ab. Der durcb Ba Ca gebende grosste 
Kreis ist die Polare von A. Ebenso konstruiere man 
sicb die Polare von B und C. Ba Ca scbneidet sicb 
mit AbCb in einem Punkt C, CaBa mit Ac Be in B', 
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Be Ac mit Cb Ab in A'. Sind o', ^*^ y* die Winkel und 




Fignr 46. 
a', b', c' die Seiten des Dreiecks A'B'C, so ist nach 
Satz 6 dieses Paragraphen: 

< Ca C Ob + AB = 180^ d. h. 
f = 180*^ — c. 
Da A', B', C umgekehrt (nach 7) die Pole von a, b, 
c sind, ist auch A'Ab = A'Ac == 90* u. s. f., mithin 
wieder nach 6: 

<AcOBc + A'B' = 180^ d. h. 
c' = i80^ — /. 
Hiermit erhalten wir den fundamentalen Satz: 
Giebt es ein sphHrisches Dreieck mit den StUcken 
a, b; c ; a, /?, 7, so giebt es ein zweites mit den StUcken 
a' = 180« — a, b' = 180'-/?, c' = 180* — y; 
a'=rl80» — a, /S' = 180" — b, / = 180* — c. 
Das Dreieck A'B'C heisst das Polar- oder 
Supplementendreieck des gegebenen, auch das 
reciproke Dreieck. 
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Die Nebendreiecke des Polardreiecks sind die Polar- 
dreiecke der Nebendreiecke des urspriingliclien, Es giebt 
also auch ein Dreieck mit den Winkeln a, b, 180** — c 
und den Seiten o, ^, 180® — y. 

Der spharische Excess des Polardreiecks, b\ hat 
den Wert: 

,' = 180' — a + 180' — b + 180* — c — 180* 
= 360' — (a + b + c). 

Man nennt diese Grosse den spharischen De- 
fekt des urspriinglichen Dreiecks. 



Siebentes Kapitel. 

Das schiefwinklige sphftrlsche Dreieck. 

§ 33. Erster Cosinussatz. 

cos a ==^cos b cos c -|- sin b sin c cos a 
cos b = cos c cos a + sin c sin a cos /? 
cos c = cos a cos b + sin a sin b cos y. (I) 

cos a — cos b cos c 

C08O = - 



COSjff 



COS y = ; r— r- (II) 

' smasinb ^^ 

Beweis: 1. Die Seiten b und c seien kleiner 
als 90'. Die Tangenten in A an b und c trefPen dann 
die verlangerten Radien B und C in zwei Punkten 
P und Q. Im Dreieck APQ ist der Winkel bei A 
gleich a, und wenn PQ mit x bezeichnet wird, folgt 
nach dem ebenen Cosinussatz: 

X* = A P« + A Q* — 2 A P . A Q . COS a. 





sin b sin c 


cosb 


~ cos c cos a 




sin c sin a 


cosc- 


— cos a cos b 



j'ogle 
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Figur 47. 




Flgnr 47 a. 
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Im Dreieck OPQ ist der Winkel bei gleich a, 
also ebenso: 

x« = OP« + OQ' — 20P.OQ.co8a. 
Durch Vergleichung beider Ausdriicke fiir x' er- 
halt man: 

OP' — AP* + OQ* -AQ*+2AP.AQ.co8a 
= 2 0P.0Q.cosa. 
Die Dreiecke OAP und OAQ sind bei A recht- 
winklig, folglioh ist, wenn der Kadius der Kugel wieder 
mit B. bezeichnet wird: 
OP»-AP«= OA»=U»; OQ»-.AQ« = A- = E»; 

A OA 

-7yp = co8AOP=co3c; Y)o^==*^^8^^Q = ®osb; 

also 0P = — ; 0Q = -^. 

cose ^ cosb 

Endlicb ist 

AP = RtgAOP = Rtgc; AQ = RtgAOQ=Rtgb. 
Durch Einsetzen iu die letzte Gleicbong und Di- 
vision durch 2R* folgt: 

cos a 

1 + tg b tg c cos a = 1 . 

° ° cos b cos c 

Da tgb = j- ist, erhalt man nach Multiplikation 

mit cosb cose die erste der Formeln (I). 

2. Ist b grosser, c kleiner als 90^ so ist in 
dem Nebendreieck, welches c mit ABC gemeinsam hat: 
a' = 180* — a, b'=180° — b, c' = c, 
a' = 180<> — a, /?' = 180^— /?, /=y. 
b' und o' sind kleiner als 90^ folglich ist nach 
dem zuletzt Bewieseuen: 

COS a' = cos b' cos c' + sin b' sin c' cos a', ^^i^ 
Hessenberg, Ebene nnd ■phftrlsohe Trigonometrle. ? 
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und nach den Formeln (I, II) des § 6 : 

C08a'== — cos a, cosb' = — cosb, co8c' = + co8c 
coBa' = — cos a , sinb' = + sin b , sin c' = + sin c. 
Setzt man diese Werte ein, so erhsllt man wieder (I). 
3. Sind b und c beide grosser als 90^ so 
verfahre man ebenso mit dem Nebendreieck, welches a 
mit ABC gemein hat. 

Die Formeln (II) entstehen aus (I) durch Anflosen 
nach cos a, cos/?, cosy, 

§ 34. Fanktionen der halben Winkel; Sinnssatz. 

Aus (II) folgt: 

, a cos a — (cos b cos c — sin b sin c) 

1 + cos a = 2 cos* "TT- = . , . ^ 

' 2 sin b sin c 

cos a — cos(b + c) 



sin b sin c 



^ 2 sin— (a+b + cj sin — ( — a + b + cj 



sin b sin c 



Bin 8 sin Sa 
= 2-r 



sin b sin o 

^ . » o — cos a 4- (cos b cos G-(- sinb sine) 

1 — cosa = 28in'-T;- = ' . , . ■ ^ 

2 Bin b sin o 

cos (b — c) — cos a 

sin b sin c 

__2sin -yfa — b + cj sin-^-la+b — cj 



sin b sin 



Bin 8b sin So 

sinb sine * 
Mithin ist 



2 r sinb sine' 2 |^ sinb sine* '"^ 
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Hieraus folgt durch Division: 

^2 r sing. sins.' 2 KsinSbSinSe' ^ ^ 

and durch Multiplikation : 

« . <* a , ^ V sin 8 sin 8a sin Sb sin So 

2 sin -^ cos -^ = sm a = 2 . . . 

2 2 sm b sm c 

oder 



sin g __ g y sJM s sin s. sin Sb sin Sc ^ ^v 

gin a gin a sin b sin c. 

Diese letzte Formel enthalt den spharischen er- 

weiterten Sinnssatz. Die rechte Seite ist ans den drei 

Seiten rdllig symmetrisch gebildet, es ist also: 

sing sin jg _ sin y \ 

sina^sinb^sinc' [ (VI) 

sin a : sf n /9 : sin / = sin a : sin b : sin c J 

Die Sinns der Seiten yerlialten sicli wie die Sinns 

der gegrenttberliegenden Winkel. (Sinnssatz.) 

Anmerknng. Man bat Mr die hier anftretenden 

Gr5ssen noch einige nntzliche Bezeichnnngen eingeffihrt. 

Man nennt den Ausdruck 

S = Vsin 8 sin sa sin Sb sin sc 

den ^Eckensinns*' der zn dem Dreieck gebdrigen Ecke 

mit den Winkeln a, b, e. 

n rk_ x- A sin a sin b sine, . , ^ , .. 

Den Qnotienten gg bezeichnet man als ,M o - 

dnl'' M des Dreiecks. Es ist 

sin a = M sin a, sin b = M sin jff, sin c = M . sin y. 
Endlicb sei noch 



yi 



/Sin Sa sin Sb sin sc i 

sins 
gesetzt, so dass man hat: 

a k ^ B k 






2 sinsa' ^2 sinsb' %,^ zed bySi^v^^gle 
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g 35» Beciproke Formeln. 

Indem man dea ersten Cosiaussatz auf das Polar- 
dreieck anwendet, erhalt man den sogenannten zweiten 
Gosinussatz : 

cos a = — cos i9 cos y + sin i» sin y cos a (VII) 
cos a 4- cos jff cos y ,,,tti . 

«««* = Bin? sin y - (^"^> 

Setzt man ferner in Analogie zu s, Sa etc.: 

-2-(«+^+n = o^» -yf— a + /? + y) = o — « = «^a» 
so wird das tf and das s^a des Polardreiecks zu: 

8' = -^^180*— a + 180^ — i»+180°— yj =270°— a, 

s'a = -^[— 180"+« + 180*— /?+180»— y)=90»— a^^, 
womit die Formeln (III) und (IV) iibergehen in 






COSffCOSVgc 



COS op COS ay 
(V) wird zu: 

si" ft __ 2 V— COS a COS gg cos op cos a^ 
sill o sin a sin j9 sin y * 

§ 36. Rechnerisciie Uerleitung des zweiten 
Cosinussatzes. Cotangentensatz. 

Sctzt man den dnrch den ersten Gosinussatz gegebenen 
Wert fur cos a in die Formel fur cosb ein, so ergiebt sich 
nach leichter Reduktion: 

cos b sin c = cos c sin b cos a -f sin a cos /?. (XI) 

Solcher Formeln giebt es 6. Sie heissen die s p h a r i- 
schen Cosinusformeln. Da sina = Msinau. s. f. 
wird nach Division durch M: 
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cosb siny = cos c sin/? cos a -|- since cos/?, 
Oder, wenn man die Ecken A nnd C Yertauscht nnd etwas 
anders ordnet: 

cos /? sin y = — cog y sin /? cos a + sin a cos b. (XII) 

Dies ist die reciproke Formel za (XI). Nimmt man sie 

zosammen mit der dnrch Vertauschong Ton B and A darans 

hervorgehenden nnd eliininiert cosi» oder.co&b, so erhalt 

man den zweiten Cosinusi^tt.«>4 .' , '••';* 

Aus (XI) folgt, nach , Division . dnrch .siq b pnter Be- 
achtnng von 8ina\'siiii=.^ya:8i;^/?> "'" • " '' 
cot b sin c = cose cos a -)~ sin a cot j9 oder 
sin c • cot b — sin a cot /ff = cos c . cos a. (XIII) 
Dies ist der sogenannte Cotangentensatz. £s giebt 
6 solcher Formeln. Dnrch Veriauschen der Ecken A nnd C 
erhalt man die zn (XIII) reciproke Formel : 

sina.cotb — siny cot/? = cos a. cosy. 

§ 87. Uebergangr in die ebene Trigonometrie : 

Ein sph&risches Dreieck, welches im "Vergleich zor ganzen 
Kngeloberflache sehr klein ist, kann n&hernngsweise als 
ebenes Dreieck betrachtet werden. So ist z. B. bei kleinen 
geod&tischen Messnngen von der Krnmmnng der Erdober- 
fl&che nichts zn merken; die Abweichnngen von der Ebene 
sind ideiner als die Fehler, die bei der Messnng anftreten. 

Es mtissen also die Formeln der spharischen 
Trigonometric fur sehr kleine Dreiecke nahe- 
rnngsweise mit denen der ebenen Trigonometric 
in Uebere'instimmnng gebracht werden kdnnen'. 

In erster Annahernng kann man die zn den Seiten 
geh^rigen Winkel gleich Nnll setzen, so dass die Sinns der 

> Wenn ein sphttrlsches Dreieck sebr klein ist, so bedeutet dies, 
dftss seine Seiten sehr klein slnd ; die Winkel kdnnen dabei belieblge 
Werte zwisclien nnd 180* annehmen ; ibre Snmme wlrd um so nfther 
an zwei Bechte herangehen, je kleiner das DreleoktvUl^v^^^vi^ 
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Seiten alle Nail, die Cosinas der Seiten gleich 1 werden. 
Die Formeln (I) bis (VI) werden dadurch entweder identische 
Gleichungen, wie (I), (1 = 1) oder unbestimmt, wie (III), 

folgt 

— cos a = cos S cos y — siaBsiny 
'. siia «l.=:; ^u /? COS y + cos /? sin y. 
Dies sind die A^ditionstheoreme, wenn 



T 



setzt. 



•«^"^180' — /? — y 



In zweiter Annahernng kann 

8iiia=-^gesetzt werden. Denn solange a 

als geradlinig betrachtet werden kann, fallt 

es mit der Sinuslinie zusammen: Das Drei- 

eck B C ist bei C rechtwinklig , also 

BC 



"OB" 



Der Cosinas ist gleich 1 za 



setzen. 

Hiermit erhSIt man aas den Formeln 
(III) bis (VI) die entsprechenden Gleichangen 
der ebenen Trigonometrie; der Cosinnssatz 
aber bleibt identisch erfoUt, da man das 
Glied sin b sin c cos a Nail setzen mass, weil 

be 

r^Y aasserhalb der eingehaltenen Genaaig- 

keit liegt. 

Setzt man jedoch in dritter An- 
nahernng 



cos 



a=l-2sin--| = l_2(^):= 



1 a» 



^ =1 

Figur 48. 2 R"' 

so folgt aos dem Cosinnssatz nach leichter Umformang and 
Mnltiplikation mit 2 R" ogzedbyvjw^^it 
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b*c" 
a* = b* + G — 2 b c cos a + "or"* 

Das letzte Glied ist im Vergieich za den anderen ttn- 
endlich klein tind kann vemachlassigt werden, so dass man 
den ebenen Cosinnssatz erhalt 

Dnrch diese Uebergange wird zagleich die Bezeichnnng 
der spharischen Satze in ein besseres Licht gertLckt. Der 
Spharische Cosinus- and Sinnssatz, sowie die sph&rischen 
Cosinnsformeln (XI) gehen namlich in die ebenso benannten 
ebenen Formeln uber. 

§ 38. AnflKsang der sphHrischen Dreiecke. 

Erster Fall: Gegeben a, b, c. 
Man berechne s, Sa, Sb nnd So nnd aus (IV) die 
Tangenten der halben Winkel: 

^^if *g"Q" = "Q"r^fi>®^°^b+logBin8c— logsin s— logsinsa} 

Da a, ^, y kleiner als 180^ sein sollen, sind 
a p y 
-Q->-o-|-rt" spitze Winkel; die aus der Tabelle ent- 

nommenen Werte sind die einzig moglichen nnd rich- 
tigen. Eb giebt also nur eine Losung. 

Zweiter Fall: Gegeben a, ft y. 

Man bereobne erst <r, <ra, o^p, o^ und ans (X) 

a b c 
-Q-, -Q-j -Q- , da or grosser als 90* wird , setze man 

180®— o^:^^] es wird: 

logtg^=2{logcoBa'+logcos<ra-logco8(yg-logcosaJ. 

Es kommt auf dasselbe hinans; wenn man aus ft, /?, / 
znnacbst die Seiten a' = 180* — a, b' und c' des Polar- 
sdreiecks ausrechnet und aus diesen die Winkel des* 
selben. a' y. y\ Dann ist a = 180® — a' also 
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a a' a. a' 

-2-=90'-^, tg^=cot^ 

und nach (IV): 

-^ { log sin s' + log sin s'2 — log sin s'b — log sin s'c } • 

Bei diesem Verfahren hat man die bequemere 
Interpolation mit log sin und log tg, die positive Tafel- 
differenzen besitzen. Da iibrigens s'a das Komplement 
von Oo( ist, ist ^in thatsachlicber Unterschied zwischen 
beiden Wegen nicht vorhanden, 

Znr Probe auf richtige Rechnung dient in den 
beiden ersten Fallen am besten der Sinussatz: 
log sin a — log sin a = log siD b — log sin /? 
= log sin c — log sin y. 

Dritter Fall: Gegeben a b, y. 

Man erhalt c aus dem ersten Gosinussatz, sodann 
a und /? nach dem Sinussatz oder besser nach den For- 
meln (IV), da der Sinussatz zwei Winkel liefert. 

Vierter Fall: Gegeben c, a, /ff. 

Man erhalt y nach dem reciproken Cosinussatz, 
sodann a und b nach Formel (X). 

Fiir durchgehende logarithmische Eechnung im 
dritten und vierten Fall sind geeignete Formeln in 
diesem Abschnitt noch nicht entwickelt. Vergl. hierzu 
Kapitel IX und XIII. 

Funfter Fal 1: Gegeben a, b, a, 

Im Interesse einer bequemen Determination be- 
trachte man, wenn a und b nicht beide spitz sind, das- 
jenige Nebendreieck, in dem die entsprechenden Stiicke 
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spitz sind. 1st z. B. a stumpf, b spitz, so wahle man 
das Nebendreieck mit den Stiicken 

a'=180* — a, b' = b, c'=180* — c, 

a' = 180* — a, ^' = /?, y'=180* — y, 
welches mit dem urspriinglichen die Ecken A und C 
gemein bat. Ist b stumpf, a spitz, so nebme man das- 
jenige, welches B und C mit ABC gemein hat. Sind 
endlich a und b beide stumpf, so nehme man das an 
AB anliegende Nebendreieck mit den Seiten 

a'=l80* — a, b'=180*— b, c' = c 
und den Winkeln 

a'==1800 — a, /S' = 180« — iff, y' = y. 
Aus den Stiicken des Nebendreiecks kann man 
jederzeit wieder die des urspriinglichen berechnen. 

Wir kdnnen uns mithin auf den Fall be- 
schranken, dass a und b spitz sind. Man er- 
hUlt dann aus dem Sinussatz 

log sin p = log sin b — log sin a + log sin a. 
Da zu jedem Sinus zwei Winkel gehoren, ergeben 
sich zwei Losungen fiir |ff, die aus der Tafel gefundene 
und deren Nebenwinkel. Die Determination ist 
unter der Y oraussetzung, dass a und b spitz 
sind, genau dieselbe, wie in der ebenen 
Geometrie: 

1. Ist a > b, so ist nur der in der Tafel aufge- 
BcUagene Winkel brauchbar, dieser aber sicher. 

2. Ist a = b, so darf a nicht stumpf sein, und es 
ist /? = a. 

3. Ist a < b; so muss a spitz sein. Fiir sin p kann 
ein Wert grosser als 1, fiir log sin /S ^ajsj*^ (^^jg)^itive 
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Grosse herauskommen. Dann existiert kein (reales) 

Dreieck. 

Ist dagegen log sin /? negatiy, so sind beide Werte 

fiir fi brauchbar. Ist log8m/? = 0, so ist i9 = 90® und 

es giebt nur ein Dreieck. 

Aus a, b, a, ^ kann man c nnd / mittelst der Co- 

sinnsformeln bdrechnen. Eliminiert man z. B. sin c aus 

den beiden Formeln 

cos a sinb = sin a cos b cosy 4- sin c cos a, 
cos b sin a = sin b cos a cos y + sin c cos /?, 

80 folgt: 

cos i? tg b — cos a tg a 

cosy = TT t-t:* 

cos /? tg a — cos a tg b 

and aus dem Polardreieck : 

oosb tg i5 — cos a tg a 

cosc = i-T ir~i:* 

cosb tg a — cos a tg j^ 

Zur logarithmischen B.ecbnung geeignetere Formeln 
werden in Kapitel IX angegeben werden. 

Sechster Fall: Gegeben a, aj fi, 

Man kennt im Polardreieck a\ n', b' und kann da- 
her nach dem fUnften Fall ^\ / und c' berecbnen. Dann ist 

b = 180' — ^'; 0=180*^— y'i y=180> — c'. 

Man kann auch in Analogie zum fiinften Fall zunachst 
fur eine bequeme Determination a und /? als spitz annehmen. 
Sollten sie es nicht sein, so betrachte man die Nebendreiecke. 
In einem yon ihnen sind die a und /? entsprechenden Winkel 
beide spitz. 

b ergiebt sich aus dem Sinussatz, und zwar ist 

log sin b = log sin ^ — log sin a -|- log sin a. 
Von den beiden Werten fiir b ist nur der spitze zu ge- 
brauchen, wenn a^ fi. Ist a < /^> so muss a spitz sein. 
Ergibbt sich dann ftlr log sin b ein negativer Wert, so sind 
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beide Werte van b braachbar. Wird sin b = 1, so ist b = 90* 
and nor eine Ldsting Torhanden. Ist endlich logsinb>0, 
so giebt es kein (reelles) Dreieck. y nnd c erhalt man, nach- 
dem b gefanden, wie im fonften Fall. 



Achtes KapiteL 

Das recbtwlnkllge sphftrlsehe Dreieck. 
§89. Anflftgnng der rechtwinkligen sphftriBchen Dreiecke. 

Ist in einem spharischen Dreieck y = 90^ so nennt 
man c die Hypotenuse, a, b die Katheten. Ist 
etwa noch a = 90^^ so sind aucb c and a Rechte nach 
Satz 3 des § 32, and /? ist gleicb b. Yon diesem ein- 
fachen Fall kann im folgenden abgesehen werden. 

ZvLT Berecbnung der spbErischen rechtwinkligen 
Dreiecke dient folgendes Formelsjstem : 

Erster Fall: Gegeben c, a. 

f . sina) tga . coso 

.<sina=-T — >; C08/? = 7 — ; cosb = . 

[ sincj' tgc' cos a 

Zweiter Fall: Gegeben c, a. 

|sin a = sin c sin a^ ; cot /? = cos c tg a ; tg'.b = tg c cos a. 

Dritter Fall: Gegeben a, b. 

tga tgb 

tffa = -r— r; tg/?=-? — : cos c = cos a'cos b. 
» grnb' ^^ sina' 

Vierter Fall: Gegeben a, a. 

sina . , tga . ^ cosa 

smc = -?-T-: sinb = 7 — ; sinp = . 

X sina tga' cosa 

FUnfter Fall: Gegeben a, fi, 

tga 
tgc=--=-r; tgb = tgi? sina; cos o = cos a sin /j, 
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Sechster Fall: Gegeben a, fi. 

cos a cos/? 

cosa = -; — -; cosD = -; — : cose = cot a cot iff. 
sin /? ' sm a ' ^ 

Die eiDgeklammerten Formeln des erstenund zweiten 
Ealles bestimmen a bezw. a nicht eindeutig. Es gilt 
aber der Satz: Kathete and GegenwiDkel sind 
gleichzeitig spitz oder stumpf. Es ist namlich 
(funfter Fall) : ^^g „ ^ ^^g a . sin /9 
and da sin fi stets positiv ist, haben cos a und cos a 
fitets das gleiche Yorzeicben. 

Die vorstebenden Formeln erbalt man samtlicb aus 
den Fundamentalgleicbungen des allgemeinen Dreiecks 
darch die Specialisierung 

siny = l, cosy = 0. 

Aus der dritten Form el des Cosinussatzes wird 

cos c = cos a cos b, 

aus dem Sinussatz: 

sin a sinb 

8ina = -; — , sin/9 = -^ — - 

sm c sm c 

und aus den Cosinusformeln : 

tg b tg a 

cosa=:T — , cos/? = 7 — . 

tgc' '^ tgo 

Ana diesen fiinf Gleicbungen kann man alle an- 
deren berleiten. Es wird z. B. 

sin a 1 __sina 1 _ ^g* . * __ *g^ 

® ~tgb cose tgb cosacosb sinb' ^^ sina 
Hiermit sind scbon alle Beziebungen zwiscben zwei 
Seiten und einem Winkel, sowie zwiscben drei Seiten 
erscbopft. Man erbalt nocb 

sinb cose 
*^®^** = I?;n Z:ri: = 8in/?cosa2 cos /? = sina cos b, 
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und durch Multiplikation : 

cot a cot ^ = cos a cos b = cos c. 

In alien Fallen, mit Ausnahme des vierteo; ist das 
rechtwinklige Dreieck eindeutig bestimmt. Denn 
ausser in den eingeklammerten Formeln des ersten und 
zweiten Falles treten nur die Cosinus, Tangenten und 
Cotangenten der gesuchten Stucke auf, und diese Funk- 
tionen bestimmen ihre "Winkel zwischen 0® und 180* 
eindeutig ; sie Bind fur spitze Winkel positiv, fur stumpfe 
negativ. Dass von den zu den eingeklammerten Sinua 
geborigen Werten immer nur einer brauchbar ist, war 
scbon gezeigt. 

Im vierten Falle giebt es zwei Dreiecke, da zu 
jedem der Sinus zwei Werte gehoren. In der That bat 
eines der Nebendreiecke — dasjenige, welches an BC 
anstosst — die Seite a und a und einen rechteu Winkel, ge- 
niigt also auch den gestellten ADforderungen. Die beiden 
Ldsungen sind aber nur brauchbar, wenn a und a gleich- 
zeitig spitz oder stumpf sind, sonst sind beide unbrauch- 
bar. — Die Zusammengehorigkeit der Werte fiir c, b 
und p ergiebt sich folgendermassen : Zu dem spitzen 
Wert von b gehort der spitze von p, zu dem stumpfen 
Wert von b der stumpfe von /?. Infolge der Gleichung 

cos c = cos a cos b 
ist cose negatiV; also c stumpf, wenn von den Stiicken 
a und b eins spitz und eins stumpf ist; dagegen ist 
cose positivy also c spitz, wenn a und b gleichzeitig 
spitz oder stumpf sind. 

Hiermit sind die Bedingungen fiir die Losbarkeit 
der Aufgaben uoch nicht erschopft. Im ersten, vierten 
und sechsten Fall miissen noch die Werte, die man fiir 
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die Funktionen der gesucbten Stiicke erhalt^ ecbte 
Briiche sein. 

Im ersten Fall erhHit man die Bedingungen 
sin a < sin c, 

positiver Wert von tg a < positiver Wert von tg c, 
„ J, „ co8a> y, J, „ cose. 

£s gentigt, wenn eine dieser Bedingungen erfullt ist. 
Die anderen stimmen dann anch. Man brancht ancb nicbt 
die Funktionen der Winkel selbst nachzuscblagen, da man 
von der Gr5sse der Winkel auf die der Sinus scbliessen 
kann: Von zwei Winkeln bat der den grosseren Sinus, der 
naher an 90** liegt (Fig. 5). 

£s giebt also folgende 4 Moglichkeiten : 





c spitz 


c stumpf 


1 a spitz 


Es muss c > a sein 


Es muss a+c< 180* sein 


'a stumpf 


Es muss a+c > 180® sein 


Es muss c < a sein 



Im vierten Fall sind die Bedingungen dieselben, wie in 
dem eben besprocbenen, wenn man nur a statt c scbreibt: 
Da aber a and a stets gleicbzeitig spitz oder stumpf sind, 
folgt einfacher: , „„d „ gpjt^. „ > a, 
a und a stumpf : a < a. 
Im secbsten Fall ist zur L5sbarkeit notwendig: 
positiver Wert von cos a < sin /? 

„ r, r, cosiff<sina 

^ „ „ cota.cot/?< 1. 

Aucb bier ziebt das Erfulltsein einer Bedingung das 
der anderen nacb sicb. Fur die Winkel gilt : 

1, i? spitz: 90' — /? <a<90® + /?; 

2. fi stumpf: /?~ 90* < « <J?S|lTOi^gIe 
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Im zweiten, dritten and fanften Fall durfen die gegebenen 
Stucke zwiscben 0* nnd 180* beliebige Werte haben. 

§ 40. Die Napier'sche Begel. 

Die GrleichuDgen des rechtwinkligen Dreiecks lassen 
sich in eine einfache von Napier gegebene B.egel zu- 
sammenfassen. Es seien a* nnd b*** die Komplemente 
der Katheten a nnd b. Dann folgen am Dreieck die 
Stiicke in dieser Beihenfolge anfeinander: 
b*, a, c, /?, a*, b*, . . . 

Yon diesen fttnf ist der Cosinus eiues jeden gleich 
dem Prodnkt ans den Cotangenten der beiden ihm be- 
nachbarten nnd anch gleich dem der Sinus der beiden 
Ton ihm getrennten Stiicke. 

Diese Regel enthalt alle Beziehnngen, die zwischen 
irgend drei StUcken besteben. Denn drei Stucke liegen 
entweder aneinander (wie a, c, p), oder es liegen zwei 
aneinander, das dritte von ihnen getrennt (wie a, c, a'*'). 
Man tiberzenge sicb an den Formeln des vorigen Para- 
graphen, dass die Regal in jedem Einzelfalle zntrifft. 
Die Napier'sche Kegel handelt nur von der Aufeinander- 
folge der Stficke, nicbt aber davon, welches der Stucke 
Hypotenuse, welches Kathete, welches Winkel ist; anderer- 
seits enth&lt sie alle notwendigen Bedingungen dafur, dass 
die fiLnf St&cke einem rechtwinkligen Dreiecke angehdren. 
Daraus folgt, dass man die Bedeutung der funf Stucke unter 
BeibehaltuDg der Reihenfolge abandem darf, und dass die 
so vertauschten Stucke wieder ein rechtwinkliges Dreieck 
bilden. Z. B. giebt es ein rechtwinkliges Dreieck mit den 
Stficken 

a = 73«63'38", b = 39'»57'4", c = 77* 43' 18" 
a = 79* 29' 45", /? = 41'5'6-. ronalp 
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Es ist also 



b* = 



c = 



50* 2' 56" 



79*29'45"|77M3'18"|41*» 5' 6" 



le* 6' 22" 



und es giebt noch vier Dreiecke mit den Stiicken 



79*29M5" 


77*43' 18" 


41* 5' 6" 


16* 6' 22" 


50* 2' 56"! 


77M3'18" 


41* 5' 6" 


W 6' 22" 


50* 2' 56" 


79* 29' 45" j 


410 5' 6" 


16* 6' 22" 


50* 2' 56" 


79*29^45" 


77* 43' 18" j 


16* 6' 22" 


50* 2' 56" 


79* 29' 45" 


77*43M8" 


41* 5' 6" 



Dies ist aach geometrisch leicht einzusehen. Tr&gt man 
▼on C and 6 anf CA and CB and (event.) ihren Verlangerangen 




Flgur 49. 

uber A and B hinans CAj = 90*, BCi = 90® ab, so ist in 
dem bei C recbtwinkligen Dreieck AjCB die Kathete A^C 
ein Qaadrant (90*), also der Winkel bei B ein rechter and 
A| B ein Qaadrant. In dem Dreieck C^ A^ B sind also C^ B 
and Ai B Qaadranten, mithin die Winkel bei Aj and C, 
recbte. Nennt man den Pankt A als za dem Dreieck Cj Aj A 
gehdrig noch nebenbei B|, so ist in dem bei C^ recbtwink- 
ligen Dreieck A, B, C, : r- ]^ 
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a^ = Cj Bi = 90* — c, d.h. a,* = c, 

Cj = Bj Ai = 90® — b, , c, = b*, 

b, =C,Ai=.<A,BC,=90«-iff, „ b,* = /ff, 

aj=r90' — <CAiB =90* — a, « «, =a* 

ft = «, « ft = a. 

Setzt man an das Dreieck A^ B^ C^ in der gleichen Weise 

darch Verlangerung von Cj Aj nnd B^ A^ bis anf 90" ein 

Dreieck A|BtCi an, so ist in diesem analog 

a,* = Cj = b*, Oi = aj* = c 

c, = bi* = /?, fit = ai =a* 
b,* = ft =«. 
Man erhalt im ganzen folgende Uebersicht: 



b* = 


a = 


C = 


/J = 


a* = 


c. 


ft 


».* 


b,* 


«i j 


a.* 


b.* 


«1 


c. 


/». 


«. 


Cl 


/?. 


a.* 


b,* 


/»4 


a/ 


b** 


«« 


c« 


b.* 


«6 


c. 


/?6 


a.* I 




Figor 50. 
Ans den beiden Formeln 

COS c = cotg a cotg p = sin a* sin b*^ 
Heiienberg, Bben© und sph&risohe Trig^iiom^eme?^8^S 
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ergeben sich durch Anwendang aaf die fanf Dreiecke alia 
anderen Relationen zwischen den Stticken c, a, ^, a*, b*. 

Das fanfte Dreieck stimmt mit dem ersten in alien 
Stncken wieder Hberein. Bel der Konstroktion erhalt man 
auch der Lage nach das alte Dreieck znrnck, wie leicht 
za beweisen ist. Die Fignr der fttnf Napier'scben Dreiecke 
Cbesitzt interessante Eigenschaften. In dem Fanfeck C, C 
s? ^t» ^« s^^ ^^ Seiten, in dem Fanfeck A, Aj, A,, A,, A^„ 
die Diagonalen alle gleich 90^. Der Leser versache zor 
Uebung diese 8atze zu beweisen. 



§ 41. Geometrischer Beweis der Fandamentalformeln 
des rechtwinkligren Dreiecks. 

Zieht man wie in § 33 an b und o die Tangenten 
nnd nimmt znnachst an, dass b and c spitz sind, so 
schneiden die Tangenten die yerlangerten Kadien yon 
C und B in Q und P. Die Ebene des Dreiecks APQ 
steht aber senkrecht auf O A, also auch auf der Ebene 




^ Figur 51. Fignr 51 a. 

OAQ. Da das Dreieck ABC bei C rechtwinklig ist, 
j steht auch die Ebene OPQ auf OAQ senkrecht, dem- 
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nach aach die Schnittlinie FQ von APQ and OPQ. 
Daher sind die Winkel OQP und AQP rechte. 

In den beiden bei A rechtwinkligen Dreiecken 
OAP and OAQ ist aber (wie in § 33) 

OP = R : C08C, OQ = R : cos b 

AP = R . tgc, AQ = R . tgb. 

In dem bei Q rechtwinkligen Dreieck OPQ hat 
man daher: 

^,x^ OQ cose 

cosPOQ= cos a =7^ = — -> 
^ OP cosb 

femer PQ = OQ tga = ^^^^ 



= OPsina = 



cosb ' 
Rsina 



cose 

In dem bei Q rechtwinkligen Dreieck APQ ist 
<PAQ = a, also 

AQ tgb 
C08a = -T-^ = - — , 
AP tgc 

PQ_ sin a __8!na 



sina== 
tga 



AP cos c tg c sin c ' 
PQ tga tga 



AQ cosb tgb ginb* 
Anmerknng. Da irgend ein zn APQ paralleler 
Schnitt A'P'Q^ durch die Ecke an den Seitenverhaltnissen 
nnd Winkeln des Tetraeders OAFQ nichts andert, hatte 
man anch, wie es in vielen Lehrbiichern geschieht, P' irgend- 
wo anf OB annebmen, auf OA nnd OC die Lote P'A' und 
P'Q' fallen nnd an dieser Figar dieselben Scblusse Ziehen 
konnen. Vielfach wird P' nach B gelegt. — Die Verallge- 
meinemng der Formeln anf Dreiecke, in denen b nnd c 
nicht spitz sind, ergiebt sich leicht darch Betrachtang der 
Nebendreiecke. 
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§ 42. Dag Qnadrantendreieck. 

Wenn in einem Dreieck eine Seite ein Rechter ist, so 
nennt man es einQnadrantendreieck oder r e c h t- 
8 e i t i g e s Dreieck. DasPolardroieck eines Qna- 
drantendreiecks istrechtwinklig. Man kann 
also die Anflosnng des Qaadrantendreiecks anf die des recbt- 
winkligen znruckfuhren. 

Ist c diejenige Seite, welche gleich 90* ist, so laatet 
die Napier^sche Regel des Qaadrantendreiecks: 

Sind «♦ nnd /?♦ die um 180* vergrdsserten 
Komplemente von a nnd jff, so ist der Cosinns 
eines jeden der Stticke 

/?*, a, y, b, a*, /?♦... 
entgegengesetzt gleich dem Produkt ans den 
Cotangenten der anliegenden and aacb dem 
aas den Sinns der von ibm getrennt liegenden 
Stticke. 

Dnrch diese Regel gehoren wieder je 5 Dreiecko zn- 
sammen, z. B. A A| A, ; A^ A, A, ; A, A, A^ ; A, A^ A ; 
A^ A Aj in Fig. 50. 

§ 43. Das Bchiefwinklige Dreieck im Zusammenhangr 
mit dem rechtwinkligren. 

1. Fallt man das spharische Lot he = C He von C 
auf a in dem schiefwinkligen Dreieck ABC, so ist in 
den rechtwinkligen Dreieck en AC Ho und BCHe: 

sin ho = sin o sin j9 = sin b sin a, 
oder sin a : sin j9 = sin a : sin b. 

Dies ist der Sinussatz. 

2. Pemer ist fUr AH:c = bo, BHo = ao 
cosb cos a 



008 ho = 



COB bo cosa^ 

D,g,t,zed by Google 
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Da ac + bc = c, folgt welter 

cos b cos (c — bo) 

cos a = J 

cos be 

= COB b c^s c + cosb sin tg bo. 
C 




fie 

Figur 62. 

i, V 

Da coBa = ^T^> wird tgbo = tgb cosa, also 

COS a = cos b cos c -{' sin b sin c cos a. 
Dies ist der erste Cosinussatz. 
3. Setzt man <ACHc = yj, <BCHc = y„ bo ist 
COB /f = COB ho sin y,, cos a = cob he sin y^ , also 
cosa __ siny^ _ sin(y — y,) 
^^S^- siny, =Binycoty,-co8y. 

Da oot^, cot/9=:co8a, wird mithin 

COB a = Bin y sin /? COB a — cos/? cos y. 
Dies iBt der zweite CosinuBsatz, Wenn etwa 
a oder § stumpf ist und he ausserhalb des Dreiecks 




B 

Fignr 58. 
liegt, ist der Beweis leicht entsprechend zu modifizieren. 
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Neuntes Kapitel. 

Weiteres Formelmaterlal f&r das sph&rische 
Dreieok. 

§ 44. Die Oauss'schen Oleichungren und die 
Napier'schen Inalogrien. 

Nach Forinel (III) des Kapitel VII ist 



o /J 1 

^co8-2- = 


/sins sin 8a sins sin Sb 
' sin b sin c ' sin a sin o 


__ ] 


i/sinsasinsb sins 



cos 



sin a sin b 'sine* 
Das Yorzeicben der Wurzel ist positiv. Denn die 
halben Winkel sind spitz, also ibre Cosinus und damit 
die linke Seite positiv ; s, Sa, Sb, So^ a, b, o sind kleiner 
als 180^ also ibre Sinus ebenfalls positiv. 

Nacb Formel (III) ist aber die Wurzelgrosse gleicb 

y 

sin "27, mitbin 

2 a /? . y sms 

cos-2C08-2- = 8in-2-^i^. (I) 

Ebenso findet man: 






. /sin B sm Sc ^"^ s* 

cos -TT sm -s" = 1/ -: :— r- ' — : — 

sm a sin b sm c 



= cos -^ . -^ (II) 

2 smc ^ ' 



. a . fi 1 /sm Sa sm Sb 
2 2 f sm a sm b 



smsc 
sine 



. y sm So ^,^ 

= ''° 2 "^kT- ^^^ 

Hiernacb wird: 

a + fi a fi . a . ^ 

cos — 2~" = C<^8 "q" ^'^^ "9 ^^^ ~9' ®^° If 

. y sin s — sin Sc 
= sm -^ : • 

2 Sl'^C Dgtzed by Google 
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Beachtet man, dass s — Bc = c, 8 + 8c = a + l> Jst, 
so folgt weiter: 



COB "2" = sin -g- 



^ . c a+b 

2 8myCOB— g— 
CI • C C 

2 sin — cos y 



oder: 



<i + fi 1 Y a + b c 

cos —^ : sin -^ = cos — g— : cos g^ « 



Genau analog erhalt man: 



cos 



2 • 

2 

a - /? 
2 ' 



sln- 



, a + b , c 
sln-^— rsin 2> 



sin — ^ : cos ^ 



cos- 



a — b 



■ : cos 2 > 



, a— b , c 
sin — 2 — • s*" 2 ' 



(IV) 



Dies sind die sogenannten Gauss'schen Glei- 
chungen. 

Durch Division der ersten und dritten, zweiten 
and vierten erhalt man 



* « + /? * y a— b a+b 

tg— 2"^ : cotg '^ = cos 2 • ^^ ^2~' 



Z_^„1L-^, 



; cotg ^ = sin 



sin 



a+b 



(V) 



^2 • ^^"^ 2"""'^ 2 • "" ^2 

and durch Division der ersten und zweiten, dritten und 
vierten : 



. a + b . c a — / 

tg — g— : tg 2" = cos — 2"^ 



a + fi 
! COS — g-^> 



- : tg 5r = sin ^^-g-^ : sin ^^^^« 



(VI) 



tg-^— *M52 

Die Formeln (V) und (VI) sind die Napier'schen 
Analogien. Bemerkenswert ist, dass man aus diesen 
Formeln durch TJebergang auf die Nebendreiecke oder 
das Polardreieck keine neuen E,elationf^,b9li|]tt/v/it 
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§ 45. Formeln fttr s, s,, a, o^, ^, ^., r, r,. 

Setzt man in (I) 8ino = Msiny, so wird daraus 



cos-H" cos-g- cos-g" ~ ^"^ 



- cos -X-. Bins. 



2Msin-7r-C08-;r 



a y 
gin 8 = 2M cos -g- cos y cos y • 



2 2 
Oder gin 8 = 2 M cos y cos y cos -g- . (VII) 

Ebenso erhalt man aus (II) und (III): 

8in8a = 2Mco8-g-8in-|-8in-|-. (VII) 

Diese Formel entspricht den Gleichungen (VI) in 
Kapitel IV. Durch XJebergang auf das Polardreieck 
erhalt man fttr M' = 1:M: 



— cos a = 2 M' . sin -r- sin -^ sin -^, 



2' 





008(7^ 



= 2 M' . sin — cos -^ cos -y 



(VIII) 




F 

Pigur 54. 

AehnlicheBeziehungen entstehen durch Betrachtung 
des Inkreises. Beruhrt er die Seiten a, b, c in D, E, P, 

so ist 

AE = AP = x, x + y = c> 

BP = BD = y, y + z = a, 

CD=CE=z, z + x = b, 

also X = 9»fjLi byv5x7iiiM z = Sc. 
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In dem rechtwinkligen Dreieck AOF ist 
tg-|^ = tg^:8iiig., 
also nach (I V), Kap. YH: 

^ ^ ^ i/ging/sinsbsinj; ^ ^ ^g ^^ ^^^y ^j^^ 

f sing 

Ganz analog wird fdr die Badien ^ay ^b* ^o der 
Ankreisei die die Inkreise der Nebendreiecke sind: 



t«f *. = ]/! 



_ 1 /gin g gin g^gingc 



Mit (VII) wird noch: 
a 
"2 

tg^» 



gin gft 



tg^ = gm 8a . tg -^ = 2 M sm -^ sm — sm — 



2' 



^^it ' ^ fi 7 

= 2 M 8in -^ ^^*"o" ^^ 9 • 



(X) 



(XI) 




Fignr 55. 
Istr der Hadius des TJmkreigeg, M sein Centrum, 
and liegt dies im Innern des Dreiecks, so ist 

<MAB = <MBA = f, l'\-ri^y 

< MBC = < MCB = f, 17 + f = a 

<MCA = <M AC =iy, g + g = ^ 



also ^ = (7a, n=^^, I- 



iZ^SlDy ' 
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erhalt man fur einen der Winkei $^17, b 

^"'fSu libra's lasVotMN 2f BO. so ist ixn 

Dreieck BMN: a , u 

co8<NBM = tg-2-:tgr, d. h. 

cotff r = cotg -2 • cos (Ja, 
und nach (X), Kap. VII: 



_ -| /cos org COS gp COS gy ^ (XII) 



ycos (Ta cc 
zz 



cos a 



b . c -(^^^^ 



Nach (VIII) dieses Kapitels erhalt man noch 
cotgr = cotg-|- . cos 0^= 2 M' cos-^cos-2-cos-|-,| 
eotgr. = 2 M' cos-J-sin-g-sin-J-J 

r.,rb,ro sind die Radien der Umkreise der Neben- 
dreiecke. Man erhalt sie, indem man je zwei Seiten 
init ihren Supplementen vertauscht. 

Die Beziehung zwischen In- und Umkreisen wird erlantert 
durch folgenden Satz, dessen Beweis keine Schwierigkeiten 

bietet : 

Die Polare jedes Punktes des In- Oder 
Umkreises bertihrt den Urn- oder Inkreis 
des Polardreiecks und umgekehrt. 

§ 46. Die L'Huilier'sclien Formeln. 

Schreibt man die dritte Ganssische Formel folgender- 

massen. : • I / 1 /»\ ^« I /'« v*\ 

sm -g- (a 4- /5) cos -g- (a — b) 

sin-^(180'* — y) cos -g- c 
so wird 

Digitized by LjOOQ IC 



Eap.IX. Weiteres Formel material fiir das sphar. Dreieck. 123 

sin -g- (a + /J) — sin -g- (180* — y) cos-g- (a — b) — cosy c 

sin -g- (a + /3) + sin -g- (180® — y) cos-g- (a — b) + cos ^ o 

und nach § 20, (XVI) und (XVI, J: 

tg-^(a + /?+y-180*) 1 J 

ij = tg -g- Sa tg -s- Sb. 

Nun ist a -{- fi -{- y — 180* = e der spharische Exzess und 
a + i» — y + 180* = 360* — (2y — c), 
und die letzte Formel geht uber in 

*g -4- « tg -4" (^ y ■" ') = *« T ^* ^S T ^*>- 
Ebenso wird aus der Gaussischen Gleichung 

cos 2" (a + /?) cos Y (a + b) 

sin-^y COS ^ c 

abgeleitet : 

tg -j-e . cotg-j-(2 y — «) = tgy s tg Y So. 

Durch Multiplication nnd Division erhalt man ans diesen 
beiden Formeln: 



tgri., = |/tgi.8tg|8.tgi.85tgl8e 



(XIV) 



tg 1. (2 y — •) = |/cotg -L 8 COtgr-| 8e tg i 8. tg i-8b 

Dies sind die L'Huilierschen Gleichungen. Geht man 
znm Polardreieck uber, so ist fiir e 360 — (a + b + c) = d 
zu setzen ; 2 y — s geht Tiber in a + b — c = 2 sc; s in 
(270» — a), Sa in (90* — aj. Dadurch erhalt niaiOOgle 
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tg4-= (XV) 

4 
|/_tg(45.+ |)tg(46.- ^)tg(45- ^)tg(45.- ^) 

tgj= (XV) 

|/^ cot(46« + I) cot(46» - ^)tg(45«— ^)tg(45«— ^) 

Man kann in diese Formeln sehr viel mehr Symmetrid 
bringen. e ist der sogenannte spharische Excess, d der 
spharische 'Defekt des Dreiecks. Das an BC anliegende 
Nebendreieck iiat den sphaiischen Excess 

«a = 180' - /? + 180' — y + o — 180» 
= 2a — e, 

and den spharischen Defekt 

da = -180* + b-180» + c — a + 360* 
= 2 8a. 
Ferner ist « = 2a— 180' 

«a = 180'-2<7^ 
d = 360-28. 
Setzt man noch 

so eibUt man statt der Formeln (XIV), (XV): 

(XVI) 



,_l/ t«tbt« . t = l/fa_!L!l 



r. = |/t^5 t. = )/L^ 



a 
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Diese Formeln kdnnen anch zar Berechnang des Drei- 
ecks ans den Seiten oder Winkeln dienen. Denn es ist 

o = ; a = 180' — — - — . 



§ 47. Lograrithmische Bechnnngr znm Aufl5s«ii 
der Dreiecke. 

In § 38 konnten nur zur Berechnang des Dreiecks 
ans 3 Seiten oder 3 Winkeln durchgehende logarith- 
mische Rechnungen angegeben werden. Die Gauss'schen 
Formeln nnd Napier'schen Analogien gestatten, auch 
die Falle 3 bis 6 logarithmisch zu erledigen, 

Dritter Pall: G-egeben a, b, y. 

Naoh (V) dieses Kapitels erhalt man "T"^ und 

a +0 

— - — , daraus a, fi. c findet man nach dem Sinussatz 

oder nach irgend einer der Ghtuss'schen Formeln oder 
nach (YI) dieses Kapitels. 

Vierter Fall: Gegeben a, /?, c. 

a — b a -}- b 
Man erhalt — 5 — » — o — nach (VI) dieses Kapitels 

danach y ans dem Sinussatz, den Gauss'schen Formeln 
oder (V) dieses Kapitels. 

Ftlnfter Fall: Gegeben a, b, a. 

Man findet ^ nach der ansfiihrlichen Anleitnng in 
§ 38. c ergiebt sich aus einer der Analogien (VI), 
y ans einer der beiden anderen oder nnter Verwendnng 
▼on c aus dem Sinussatz oder einer Gauss'schen Formel. 

Sechster Fall. Gegeben a; ^^ a. 

Nachdem b bestimmt ist, verfllhrt man genau wie 
im fiinften Fall 



y Google 



Dritter Teil. 



Berechnnng nnd algebraische Anwendnng 
der trigonometrischen Fanktioiien. 



Zehutes Kapitel. 

Elementare Berechnang der trigonometrlsehen 
Fanktionen. 

§ 48. Die regrnlaren Polygrone. 

Im regularen n-Eck ist der einer Seite gegeniiber- 

360' 
liegende Winkel . Fallt man auf eine Seite AB 

des n-Ecks das Lot OP vom Mittelpunkt aus, so ist 
AOP= "^ 360°_180' __^ ,180^ AP 1 sn 



2 n n n OA 2 r, 

wenn sn die Seite des dem Kreise vom Badius r ein- 
beschriebenen regularen n-Ecks ist. 




Figur 56. 
1. Im Sechseck ist s^^r, also 

sin 30°= 4" = 0^50000. 
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Nach der Formel cos' a + sin' o = 1 ergiebt sich 
cos SO'* = ?|. = 0,86603. 




Figur 67. 

Kieraus erhalt man nach § 20 die Funktionen 
▼on 15^ and aus den Additionstheoremen die aller Viel- 
fachen von 15°. 

2. Im regularen Zehneck ist < AOB = 36^ 
folglich < OBA = < OAB = 72^ Halbiert man < OB A 
and verlftngert die Winkelhalbierende bis zum Schnitt 
mit.OA in Q, so sind die Dreiecke OBQ and BQA 
gleichscbenklig. Es wird namlioh 

i.0 




and 
also 



Figur 58. 

<QAB = <AQB = 72« 
<OBQ=<BOQ = 36S 
,,, = AB = BQ=.QP. 
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Da JABQcn:>BOA, wird 

AB BO J , s,. • r 
cU n. 



AQ-BA'--r-s„-8.,' 
Oder B,/+rB„+r' = 0, 

Da nur das obere Warzelzeichen brauchbar ist, 
hat man 

r 2 

nnd ' sin 18*^ = ^-^j^ = 0,30902, 

Hieraas erhalt man cos 18^; nach dem Additions- 
theorem ferner die Funktionen von 18* — 15* = 3" und 
aller Yielfachen von 3*. Sie sind am Schlusse det 
Buches in einer Tabelle znsammengestellt. 

Die Fnnktionen Yon 1* and seiner Yielfachen, die nicht 
dorch 3 teilbar sind, lassen sich nicht dnrch rationale Zahlen 
and Qaadratwarzeln aos solchen darstellen. Dagegen kann 
man die Seite des Siebzehnecks darch qaadratische Glel- 

360* 
changen finden. Fftr cos ^» ergiebt sich folgender Aus- 

drack: 

J^(yi7--1) + -L^2.17-2|/I7 

_^j/l7 + 3|^17-_y2.17~2)/l7-2V2.17 + 2yl7 
(Qaii88, Disq. ar., S6&.) 

§ 49. Funktionen sehr kleiner Winkel. 

1. Wenn man die Funktionen von 1^ auch nicht 

dnrch qaadratische Gleichungen finden kann^ so kann man 

sie doch naherungsweise mit jederbeliebigen 

Genauigkeit berechnen. Aus dem Sinus and Co- 
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qo qo qo 

sinufc von 3® erhalt man nach § 20 ^ von -^, -r-, -3- 

ia 4 O 

u. 8, w. Betrachten wir jetzt die Ileihe: 

2 4 "^ 8 16 "^ 32 "^ • • • 
Sie ist eine geometrische Reihe mit dem Anfangs- 

3 1 

glied "S" and dem Quotienten ^. Die Summe ihrer 

m ersten Glieder ist nach der aus der Algebra be- 
kannten Formel 

/ 1 \m 
Ist m eine gerade Zahl, so ist I — ^1 positiv, 

also die Summe kleiner als 1; ist m ungerade, so ist 

sie grosser als 1. Mit wachsendem m nahert sie sich 

der 1 beliebig. 

Da wir die Funktionen von — , — u. s. w, be- 

/ 1 \m 
rechnen kSnnen, kdnnen wir auch die von 1 — ( —\ 

ftir beliebiges m berechnen. Mit wachsendem m werden 
sich die ersten Decimalstellen nicht mehr ftndem; die 
Aenderong wird sich immer spater und spllter bemerk- 
bar machen, so dass wir die Fanktionen von 1* aaf 
beliebig viele Decimalen ermitteln konnen. Wir er- 
halten z. B. 

— (—- 2')'' = 0,01744445 . . . 



sm 



sm 



b-(-m 



= 0,01745638 . . . 

HessenberfiT, Ebene nnd sphSrlsohe Trigonometrie. 
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so class sin V sicker mit 0,0174 beginnt Durch Inter- 
polation zwischen beiden Grenzen erhalt man: 

Zuwach.auf(-|-)" + (Y)" 3.(4-)": 

1193 Einheiten der letzten Stelle, 

also auf f-g-j 398 „ « n » : 

0,01745638 
— 398 
sin 1« = 0,01745240. 
Dies B.esultat ist auf 7 Stellen genan. 
2. Ein einfaoheres Yerfahren kann man fiir sehr 
kleine Winkel anwenden, bei denen der Sinus n^erungs- 
weise mit dem Arcus iibereinstimmt. Es ist fiir solcbe 
sin a < arc a. 

a a 

Demnacb aucb bin— < arc 2" 

1 
< Y arc a 

« • *« ^ ^ (area)* 
cos o = 1 — 2 sm — > 1 2 — • 

Sodann ist 

tga > area, also 
sin a > cos a . arc a 

(area)' 



> area 



2 



Es ist z. B. arc 1* = ^ = 0.0174533 . . . 

fare I**)' 

^—^ = 0,0000026583 . . . , 

also liegt sinl® zwischen 0,017453 . . . und 0,017450 . 
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Ferner ist arc 1' = 0,00029089. 

beginnt mit 11 Nullen, also ist Yorstehen- 



2 

der Wert in alien Stellen mit sinl' tlbereinstimmend. 
3, Von den Pnnktionen sehr kleiner Winkel aus 
kann man diejenigen grosserer Winkel mittelst der 
Additionstheoreme berechnen, b. B. aus den yon 3 zu 3^ 
berechneten mit Hilfe des Sinos and Cosinus yon 1® 
die Fonktionen aller Yielfachen von 1^ Praktische 
Bedeutang hat diese Methode nicbt mebn Die hohere 
Mathematik g^iebt nns in den Beihenentwicklongen Hilfs- 
mittel zur sofortigen Berechnnng der Logarithmen der 
trigonometrischen Funktionen and der Fanktionen selbst, 
die yon heryorragender Einfachheit sind. 



Elftes Kapitel. 
Der Holyre'sche Satz. 

§ 50. Begriff des Tektors. 

Es kommt in der Geometrie and Physik haafig yor, 
dass man aasser der Lftnge einer Strecke aach ihre 
Eichtang in Betracht ziehen muss. Man hat fiir den 
Inbegriff einer Strecke und ihrer Eichtung die Be- 
zeichnung „Vektor** eingefuhrt. Zur Angabe eines 
Vektors gehdren also mehrere Grossen. Erstens seine 
Lange. Diese ist immer eine absolute (positiye) Zahl. 
Zweitens die notigen Bestimmungssttlcke fur seine 
Eichtang. 

Die beiden Enden des Yektors mUssen ab An- 
fangs- and Endpunkt anterschieden werden. Die 
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BichtuDg des Vektors ist die vom Anfangs- zum End- 
pankt. Ein und dieselbe Strecke kann zwei verschiedene 
Yektoren darstellen^ die gleich lang and einander ent- 
gegengesetzt gerichtet sind. Man nennt solche Yektoren 
^entgegengesetzt gleich'*. Wenn eine Strecke 
die Lange Null hat, ist ihre Richtung unbestimmt. Man 
bezeichnet daher alle Yektoren von der Lange Null 
schlechthin mit 0. 

Im folgenden beschranken wir uns auf 
Yektoren, die in einerEbene liegen. Zu ihrer 
Bestimmung denken wir uns einen ganz beliebigen 
herausgegriffen und als ^Einheitsvektor*^ oder 




Figur 59. 

^Einheif schlechthin bezeichnet. Seine LSnge wahlen 
wir als Masseinheit, seine Bichtung als NuUrichtung. 
Irgend ein anderer Vektor hat dann die Lange r und 
bildet mit dem Einheitsvektor den Winkel y, den wir 
entgegengesetzt dem Sinne des Uhrzeigers messen. Diesen 
Yektor bezeichnen wir mit r^, den Einheitsvektor also 
mit 1^. 

Man nennt zwei Yektoren gleich, wenn sie in 
Lange und Richtung iibereinstimmen. Soil r^ gleich 
s^ sein, so muss also 

r = s, 9> = V' + k.360'' 
•ein, wobei k eine beliebige cfanze Zahl, positiv oder 
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negatiy, ist. An Stelle beider Gleichnngen 
schreiben wir abkiirzungsweise 

Eina Verwechslung mit dem Gleichheitsbegriif der 
Zablen ist dadurcb ausgeschlossen, dass r^ und s^ keine 
Zahlea sind. 

Man kann einen Yektor ancb mit einem einzelnen 

Bucbstaben, u, v, w, z, bezeicbnen, nnd muss sicb nur 

gegenwartig balteny dass dieser Bacbstabe nicbt eine 

Zahl, vielmebr das Aggregat zweier Zablen, r nnd % 

bedeutet. 

§ 51. Addition Ton Yektoren. 

Es seien jetzt AB nnd BC zwei beliebige Yektoren, 

n nnd y. Der zweite ist mit seinem Anfangspnnkt an 

den Endpunkt dei ersten angesetzt. Dann nennt man 



A 



Flgur 60. 
den Yektor mit dem Anfangspnnkt A und dem End- 
punkt G die S u m m e der beiden anderen und bezeicbnet 
ibn mit u + y. Eine Yerwecbslung mit dem gewohn- 
licben Summenbegriff der Zablen ist ausgescblossen, da 
ja u und y keine Zablen sind. 

Ist AB' gleicb und parallel BC, so ist B'C gleich 
und parallel AB; daber ist AB' wieder y und B'O u. 
Bei dieser Lage der Yektoren ist AC gleicb v + u; 
man darf also die Summanden yertauscben. 
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Sind AB, BO, CD, DE beliebige Yektoren u, v, 
w, z, so bezeichnet man AE als die Sum me derselben 
mit u + v + w + z. Da AE auch die Summe von 
AB,. BD, DE, Oder von AC, CD, DE, oder AC, CE 
ist, ist 



u + v + w + z = u + (v + w) + z 
= (u + v) + w + z 
= (u + v) + (w + z), 

u + (w + v) + z 
= (v + u) + w + z 
= (w + z) + (u + v), 
=u+w+v+z 
= V + U+ w + z 

= w + z + u + v 



demnach auch gleich 



das heisst 




Flgur 61. 
u. s. w. In einer Summe von Yektoren diirfen 
die einzelnen Yektoren beliebig unterein- 
ander vertauscht werden. 

Die Summe entgegengesetzt gleicher Yektoren ist 
Null, wie man Biob durch Konstruktion sofort uberzeufft. 
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Femer ist u + = u, was auch ohne weiteres anschan- 
lich ist. Den u entgegengesetzten gleichen Yektor 
wollen wir mit — u bezeichnen. Soli mm eiu Vektor x 
die Bedingung u + x = w 

erfOllen, so addiere man zu w noch — u. Es wird 
w + (— u) = u + (— u) + X = + X = X. 
Fiir w + ( — ^) schreibt man einfacher w — u und 
bezeichnet auch w — u als die Differenz von w nnd u. 

§ 52. Multiplikation yon Yektoren. 

Dreht man einen beliebigen Vektor r^ um einen 
Winkel rff und vergrossert bezw. verkleinert r im Mass- 




Figur 62. 
stabe 8:1, so entstebt ein neuer Yektor von der Lange 
rs nnd dem Bichtangs winkel ^-hi^j den man das 
Produkt von r^ mit s^ nennt nnd mit 



(I) 



man darf also in diesem Produkt die Faktoren 
vertauschen. Als Produkt von beliebig vielen Yek- 
toren r^, s-#„ ty . . . bezeichnet man den Yektor 

(^^^'")q> + ^ + X+'" 
Die drei Yektoren u = AB, v = BC und u + v 
= AC bilden ein Dreieck ABO. Dreht man dies um 
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bezeichnet 


Da 




r^ 


• 8^ 




wird, ist 






.8^ = 


:(rs) 


q, + if, 
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einen Winkel ^ und vergrossert es im Massstab b, bo 
dreht man jede Seite um diesen Winkel und vergrossert 
sie im selben Massstab. Daher sind die Seiten des 
neuen Dreieeks A'B'C 

Die dritte ist aber nacb wie vor die Somme der 
beiden anderen, d. h. es ist 

(n + t) s^ =n8^ + T8^. (II) 

Die Multiplikation and Addition yon 
Yektoren befolgen also dieselben Gesetze, 
wie die der gemeinen Zahlen, Sie gehen anch 
in die Operationen des gewohnlichen Becbnens iiber, 
wenn man die Yektoren der Eicbtungen mid 180^ be- 

tracbtet Es ist 

r, + s, = (r+B). 

'o • So = (r8)o, 

und da r^^ = — r^, ist, treten die Yektoren der Ricb- 
tung 180® an SteUe der negativen Zablen. Wirwollen 
daber denlndexO im allgemeinen fortlassen 
und entsprecbend fiir r^g^ — r scbreiben. 

Die Yektoren in einer Ebene erweisen sicb biermit 
als Yerallgemeinerung der gewobnlicben 
Zablen. Man nennt sie daber aucb imaginare oder 
besser komplexe Zablen, wiewobl sie, strong ge- 
nommen. Aggregate yon zwei Zablen sind und su ibrer 
Bestimmunpc die Angabe yon zwei Zablen erforderlicb 
ist. TJnter imaginaren Zablen sollten eigentlicb nur die 
Yektoren der Richtung + 90® yerstanden werden. 
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§ 53. Zerlegrungr der komplexen Zahl in reellen 

nnd imagin^ren Teil. 

ZieHt man darch den Anfangsponkt A eines Yek- 

tors u eine Parallele zur Nullrichtung and fallt vom 

Endpunkt B das Lot BG darauf, so entstehen die Yek- 

toren AC = ^ nnd 03 = % so dass 



B 




Figur 68. 

I hat die Bichtung oder 180^, n ^^^ Eichtung 
Hh 90^ Es ist also I eine positive oder negative Zahl x, 
«y ein positives oder negatives Yielfaches von 1^^, 
17 = y. 1,0, X nnd y nennt man die Komponenten 
von u. Den Yektor 1,^ bezeichnet man durch- 
weg mit i nnd nennt ihn die ^imaginare Ein- 
heit**, im Gegensatz zu der „reellenEinheit<', 
1^. Es lassensich also alle komplexen Zahlen 
in der Form n = x + iy 

darstellen, and dieser Thatsache verdanken 
sie den Namen ^komplex*'. 

Ans der Lange r and dem Eichtongswinkel q^ eines 
Yektors findet man seine Komponenten durch die Glei- 
changen y = rco8y, x = rsin9. (Ill) 

Wenn zwei Yektoren gleioh sind, stimmen sie in r 
voUst&ndig, in 9 bis anf Yielfache von 360* Uberein; 
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cos^ and Bimp haben daher dieselben Werte, mitlun 
auch X und y. Die Yektorengleichung 

x + yi = a + bi 
ist also gleichbedeutend mit den beiden gewohnlichen 
Zahlengleichnngen 

X = a, y = b. 
Aus (XIII) ergiebt sich: 

ry = x + iy = r(cosg) + i8iny). (IV) 

cos 9> -f- i sin 9> nennt man den Bichtungsf aktor 
der komplexen Grdsse, r ihren absolnten Betrag. 
Es ist nach dem Pythagoras: 

r = + yx- + y-. (V) 

§ 54. Sammation der Sinus and Oosinus einer arith- 
metischen Beihe Ton Winkeln. 

Ein Kreisbogen Yom Eadius R und Mittelpnnkt O 
sei in n^gleiche Teile A^ A^, A^ A,, A, A,, ... An —i An 
geteilt. Der "Winkel A^,0 A, = A^ A, etc. sei gleich o. 
Die Sehnen A^A^, A^ A, . . . u. 8. f. haben die Lange 

r = 2R.Bin-^; bildet die erste mit einer beliebigen 

NuUriohtung den Winkel q>, so bildet die nUchste mit 
derselben Richtung den Winkel y + a, die dritte den 
Winkel y + 2 a, die letzte 9> + (n — 1) a. Die einzelnen 
Sehnen, als Yektoren aufgefasst, siod also mit 

^9>> ^9 + «> ^9 + 2 « • • • ^qp + (n — 1) a 
zu bezeichnen. 

Ihre Vektorensumme ist der Vektor A^, An. Seine 
Lange ist, da er dem Oentriwinkel n a gegeniiberliegt, 

ncc 
s = 2Rsin-2-. Mit A^,A, bildet er den Winkel 

AjA^An, der als Peripheriewinkel iiber dem Bosren 
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Aj An gleich — r — a ist, mit der Nullrichtung also den 
Winkel — ^ — " + 9« Mithin ist: 




Flgur 64. 
Ty + ry4-a"ri^^-|-2a + »» • r^ + (ii — i)a = *n — i 

oder T» . « / I \ 

2Rsin-2-Sly + l(p + a + «.« lg) + (n-l)a > 



« + 9» 



__ , na ^ 
= 2 R sin -71- . In - 1 ^ , ^. 

2 -T— « + V 



Setzt man fur 1^ cosV^-j-isinY^i hebt 211 fort und 
yergleicht Eeelles mit Keellem, Imaginares mit Imagi- 
narem, so folgt: 
cos (p+cos (5H-«) + cos (gH-2 a) + ... cos iq>+ (n— 1) a) 



, na 
8in-|- 



.cosU+^-g— aj 
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. na 
^T" , I , n-1 X 

= ^•8*^i9>+-2-«) 

sill 2" 



(VII) 



§ 55. Der Moivre'sche Sate. FanktioneA der Yiel- 
fachen eines Winkels. 

Wendet man Formel (IV) auf (I) an, so folgt, in- 
dem sich rs weghebt: 

(cosy + i8iiiy) (cos V+isinv) = cos(g) + V') /vrm 
+ l8in(9> + V'). ^ ^ 

Man kann diese hochwichtige Formel alt die 
nMoivre*8che Form des Additionstheorems^ 
bezeichnen. (Der eigentliche ^Molvre'sche Satz*' wird 
Bogleich abzoleiten sein.) Entwickelt man namlich die 
linke Seite von (YIII) und beachtet, dass 

i . 1 = 1,^ . Igo = li8o ^ — ^ 
ist, so erhalt man das Additionstheorem, indem man 
die reellen Teile beider Seiten der Gleichung und ebenso 
die imaginaren fiir sich gleichsetzt. Die Moivre*8che 
Formel ist eines der beaten Halfsmittel, am die Additions- 
^heoreme auswendig zu lernen! 

Indem man ^ mit — ^ yertanscht, erhalt man noch 
(cosy+isiny) (cosV' — isin v) = cos (g>— V) ^^v 
+i8in(9) — ijf) 
und wenn man auch — q> fiir qt setzt: 

(cos^p — i8iny)(cosV' — isin^) = C08(y+V) fxn. 

— isin(y + V'). 
Fftr <p=stf> wird aus (IX): 

(co8y+i8in9>)(cos9>-~i^nj>X=^^ogIe (^ 
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Offenbar ist far beliebig ,viele Winkel a, /?, y . . • 
(cosa+isina) (cob /? + i sin ^) (cosy+isiny) . . . 

= C0s(a + /?4-y+...) + iBin(a + /? + y+...) 
Setzt man o = /? = y == . . , , so wird daraus 

(cos a + i sin /?/" = cos m a + i sin m a. (XII) 
Dies ist der eigentliche ^^MoiTre'sche Satz**, Er 
aerfallt in zwei Satze iiber reelle Grossen, wenn man 
die linke Seite nach dem binomischen Lehrsatz ent- 
wickelt. Dabei treten die Potenzen von i anf : 
i«i, i' = -l, i» = iM = -i, i* = (-i).(— i)=l, 

i" = i*.i = i, i' = — 1, i' = — i, i'=l 
n. B. w. Yergleicht man, nachdem diese Werte eingesetzt 
sind, Reelles mit Reellem, Imaginares mit Lnaginarem^ 
so erhalt man: 

C08]lia = C0S « — (2ICOS asin a 



+(S 



m-4 . 4 

COS osm a — |-. 



(XIII) 



sin m « = i^) cos" "^ sin « - g) cos™ "'asin \ 
+ (^1 cos""~ a sin a f- . . . 

Beide Formeln lassen sich noch umformen, indem 
man cos™ a ab Faktor vor die rechte Seite setzt: 
cos m a = cos™ a 

('-(")*-"+(T)'«'-0'«--+--! 

sinma-cos™a |mtga-m^ 

. Durch (Xm) und (XIY) hat man die Funktionen 
der Yielfaohen eines Winkels dnrch die Potenzen 
der Funktionen des einfachen Winkels ausgedriickt. 



(XIV) 
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Man kann auch umgekehrt jede Potenz einesCosinas 
Oder Sinns durch die Funktionen der Yielfacheu seines 
Winkels ausdrucken. Setzen wir zur Abkurzong yoruber- 
gehend 

cos a -|- i sin a = f , also nach (XI) 



so wird 



cos a — isina = J, 

2 cos a = f + T» 

mm/ l\ni 
also 2 cos o = lf-|-jJ 

Es ist aber f ^ = cos ^ a + i sin ^ a 
i"^ = cos -^ a — i sin ^ a, 

Setzt man diese Werte wieder ein, so hebt sicli natur- 
gemass alles Imagin&re weg nnd man hat cos™ a als Funktion 
der Yielfachen yon a bis ma einschliesslich. 

Kbenso wird 

2isina = $ — -j 

(^ Am . m ^m /Tn\ ..m— 2 , /Tn\ Joa—A , , ^— m 

2i) sin a = f -(^jf +\^ji - + ...±f . 

Wird l'^ wieder nach dem Moivre'schen Satz aua- 
gedriickt, so hebt sich, je nachdem m gerade oder un- 
gerade ist, alles Imaginare oder alles Broelle fort and 
man erh&lt sin^^a durch die Cosinus oder Sinus der 
Yielfachen yon a bis ma ausgedriickt. 
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Zwolftes Kapitel. 

Unendliehe Belhen und Prodakte zar Darstellang 
der trlgonometrisehen Fanktionen. 

§ 56. 

Im folgenden sind die Winkel nicht mehr nach 
Qraden, sondern im ^natiirlichenWinkelmass", 
d. h. durch den A r c u a gemessen gedacht. Ein rechter 

"Winkel wird mit -„-, ein gestreckter mit n bezeichnet. 

Der Winkel a* hat das Bogenmass Qft?\o«"* = x« Unter 

dieser Yoraassetzung gelten die zwei bemerkenswerten 
Reihenentwicklnngen, die fiir jedes x konvergieren : 

X" X* X* X* 

C08X=l-^ + ^--gy + -gy- + ... (I) 

X X* X* x' x' 

Darin bezeichnet n ! das Produkt der n ersten 
ganzen Zahlen 

1.2.3... n = nl (epn n-Fakultat). 
Auf eine Herleitung dieser Formeln muss verzichtet 
werden. 

TJmgekehrt kann man anch den Bogen durch den 
Sinus Oder die Tangente ausdriicken. Es ist: 

. 1 sin'x 1.3sin"x 1.3.5sin^x 
- = ^"'^+2— + 2l — + 2Xi — +••• (^^^ 

= tgx--|-tg»x + i-tg»x-^tg'x+- (IV) 

Die erste Keihe konvergiert fur jeden Wert des 
Sinus, d.h. fiir 

— 1 < sin x < + 1, ^,g,^,^^^ ^^ Google 
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nnd Kefert den zwischen + 90* und — 90* gelegenen 
Bogen, d. h. ^ n 

Die zweite konvergiert fur 

— I^tgx< + 1 
nnd liefert n n 

Indem man fiir sin x die Werte 1, r^, ~ einsetzt, 

7t It It 

erhKlt man Reihen fur -^-f -j- tind -^, ebenso indem 
man tgx:=l setzt, die beriihmte Leibnitz'sohe Beihe; 

die aber fiir praktische Zwecke zn langsam konvergiert. 
Andere interessante Entwicklungen Bind noch: 

8inx = x.{l-^}{l-^^}{l-^|... (VD 

C08X= |l_^}{l-^}{l_^}...CVID 

worin zur Abkiirzung -^ = o gesetzt ist. Ferner : 

cot X = (VIII) 

^U ;r^;r-|-xj^l— 2;r^27r+xl^l— 3^^3;r + xl ^ ' '* 

-^^^'^^-'^^^-'^^^-'^-^ (^^ 

Die Entwicklung von tg nnd cot nach Potenzei 

von X und die damit im engsten Zusammenbang'stelieiid 
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von log sin X kann hier nicht angegeben warden. Das 
Yorstehende soil nur dazu dienen, den Leser zur Be- 
BchaftiguDg mit den Methoden der h5heren Mathematik, 
speciell der Integral- und Differentialrechnnng, anzuregen. 



+ • 



Dreizehntes Kapitel. 

Die Methode der Hilfswinkel. 

§ 57. Beispiele. 

Es ist yielfach bei Bechnungen, die nicht durch- 
gehend logarithmisch gefiihrt werden konnen, von Yor- 
teil, duroh Einfuhrung von Hilfswinkeln die trigono- 
metrische statt der logarithmischen Tafel zu 
benutzen. Dies wird an einer Beihe von Beispielen 
klar werden. 

!• Gegeben log a, logb, gesucht log(a4-b). 

Auf losung : a and b sind positive Zahlen. Man hat 



a + b 



=•(-!)■ 



Setzt man — = tg*y, so wird 1 + — = 



COB q) 
a 1 

ft + b= o , mithin logtgy= -qT G^g ^ — l<>g a)> 

vOB CD ^ 

log (a + b) = log a — 2 log cos q>, 

Wiirde man zu log a, logb die Numeri aufschlagen, 

diese addieren und wieder den Logarithmus nehmen^ 

'^' Bo hatte man die Tafel dreimal zu benutzen. Bei der 

trigonometrischen Methode geschieht dies nur zweimal. 

v^ Wenn man es versteht; zu dem Logarithmus einer 

^Funktion den einer anderen Funktion desselben Winkels 

' isofort aufzuschlagen, ohne erst den Winkel nachzusehen, 

Hessenberg, Bbene and sph&rische Trigonometrle. W5^ 
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so benutzt man die Tafel sogar nur einmal. Manche 
Tafeln enthalten daher besoDdere Tafelchen zum Inter- 
polieren zwischen log sin, log cos und logtg. 

2. Gegeben log a, logb, a> b. Gesucht log (a — b) 
Auflosung: Seize 

— = sin9, d.b. log sin 9 = — logb — loga, 
a ji 

so wird a — b = aco8*y, log (a — b) = 2 log cos y -|- log a, 

3. Andere Auflosung von 1 und 2: b sei auch 
in 1 die kleinere Zahl. Man seize 

— = cos 2 9, d. b. log cos 2 9 = logb — log a. 

Es wird: 
a+b = 2acos*y, log(a+b) = log2 + loga + 21ogcosy 
a— b=2asin'9), log(a— b)=log2+loga-f 21og sin y. 

4. Zu berechnen x = a sin a -|- ^ cos a. 
Man seize a = rcosqp, b = rsiny, so wird 

asin((p + «) . b 

x = rsm(fl) + a) = ; tgq> = 

^^ ' ' cos<p » o^ a 

a+b 

5. Zu berechnen x = r • 

a — b 

Man seize — = tgq>f log tgv = log b — log a. 

Es wird, da ig 45* = 1 

H-^tg^_a+b^ 
tg^) ~' 

6. x = ^&^+h^. 
Seize a = x cos cp, b = x sin qp. Es wird 

^g(p = —y log ^g 9 = logb— loga, 

a 
X = , log X = log a — log cos ffl). 
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7. x = J^a»— T?, a>b. 
Seize — = cos g), log cos y = log b — log a. Es wird 

x = asiny, log x = log a -f- log sin y. 
8- 3c = 1/ ^_^ , a > b. Setze, wie in 3, — =cos2y. 

Es wird x = + tgg), log(+x) = logtgy. 
9. c = yi7+b'' — 2abcosy (§ 10, zweiter Fall) 
c« = (a + b)« — 2ab(l + cos/) 

= (a+b)« — 4abco8«|-. 

4abco8'-^ 
Setze _— p^^ == sint ^ ^ 

logsiny = log2 + ^loga+ — logb 

+ logco8-^ — log(a + b). 
Es wird ^ 

c = (a + b) cosy, logc = log (a + b) + log cosy. 

10. c = b cos a + Va" — b^sin^a (§ 10, dritter Fall). 

o i bsina 

oetze = sin <p, so wird 

a 

c = bco8a + a^®sy. 
Da nach der Definition von (p 
b _ a 
BiJKp sin a 
ist, setze man diese Grosse gleich d. Es wird: 
c = dsin(y + a). 
11. Die Logarithmierung von j^ im § 26 (erste 
und zweite Hauptlage) geschieht nach 5, die von 
C08>? + 2t (dritte Hauptlage) nach 1 U^^^,^Jj^^vl 
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C08f* = COS>l-f 2t 

t 
X stumpf, 80 kann man auch — j = cos* tp setzen, 

Dadurch wird 

cosf* = — cos >l (2 cos* 9 — 1) = — cos i cos 2^. 

1st in 

cos>l = cosf» — 2t 

t . . . . , 

I* spitz, so setze man = sin' op ; es wird ebenso 

f^ r y cos^ ^' 

cos i^ == cos iM> cos 2 (p, 
12. cos c=cos a cos b+sin a sin b cos y (§ 38, dritter Fall). 
Yerfahrt man nach 1, so bat man, falls / spitz: 

tgatgb cosy = tg'y 

cos a cos b 

cosc = = 

cos (p 

za setzen. Man kann aber auch so yerfabren: 

(cotgacosb , . _\ 
— h sin b I 
cos y ' / 

cotga 

= cotg fp 



cose: 



cosy 
sin a cos y . cos {q> — b) cos a cos (y — b) 



sin tp cos fp 

13. cos y = — cos ^ cos a + sin a sin ^ cos c (§ 38,vierter 

Fall). 

Nacb 1 ist die Berecbnung verscbieden je nacb den 

Vorzeicben der Cosinus. Setzt man wieder 

/ cota . \ 

cosy = sinacoscl .cos^^-f-^^^i^) 

\ cos c / 

cota 

= tgg) 

cose ®^ 

sin a cos c sin (b — a>) cos a sin (i? —9) 

cosy = ^- = ; • 

€089> 8in9> 
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14. y au8 der Gleichung 

asiny + bcosy = o 
zu berechnen. Yerfahrt man nach 4, so wird 

rsin(y + a) = c, tg9> = — 

. c cos op 

8in(<3p+a)= ——. 

Hieraus ergiebt sich fp-\-y und 9>, daraus y. 
In 6, 7, 10, 12, 13 besitzt der Hilfswinkel (jo eine 
einfacbe geometriscbe Bedentung. 

§ 58. Trigonometrische Anfldsnng der Gleichung 
zweiten Grades. 

Die beiden Wurzeln Xj, x, der Gleichung 
x' — 2ax + b=r0 
geniigen den Bedingungen 

Xi+x, = 2a, Xj.x, = b. 
1. 1st b positiv, so seize man, um die zweite 
identiscb zu befriedigen : 

Xi = ytr tg g>, X, = y b cot ^ . (d 

Es wird dann aus der ersten Gleichung: 

2a 
tg9 + coty=-^. 

Die linke Seite ist 

siny COS9 sin'y + ^^os'y 1 2 

cos y sin y sin fp cos 9 sin y cos^ '~ sin 2 y' 

Man erhalt also zur Bestimmung von 9 die Gleichung 

8in2<p = lL. (II) 

a 

Infolge dieser Beziehung ist auoh 

Xj=2asin'^, x, = 2acos'y, (HI) 

woraus unmittelbar ersichtlich ist, dass x. 4- x, = 2 a wird. 
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2. 1st b negativ, so setze man 

Xi=f=n5.tgy, x, = — y^bcoty. (IV) 
Es wird: 

Xj+x, = — 2y — b cot2y, 

*8^29 = -S (V) 



Das Vorzeichen von f — b wahlt man am besten 

dem Yon a entgegengesetzt^ damit tg29> positiv, 2q> 

spitz wird, Infolge der Gleichung (V) wird auoh 

^ sin'y cos*® ^^ 

x.= — 2a ^» x,= + 2a ^> (YI) 

^ cos2qp " ' C0829? ^ ^ 

worans man erkennt, dass Xj + x, = 2 a ist. 

3. Ist in (IE) yb>a, so gehort zu sin 2 7 kein 

reeller Winkel. In diesem Fall sind dieWurzeln imaginar. 

Man setze: 

X, = r (cos y + i sin y), Xi = r (cos y — i sin y).] 

Dann ist r = fb, cos<p = -^- [^^^^ 

§ 59. Trigonometrische Anfldsnng der Gleichnng 
dritten Grades. 

Setzt man in der reduzierten Gleichung dritten 

Grades 

x' = 3px + 2q (YIII) 

x = y-fz, so geht sie iiber in 

y» + 3y«z + 3yz« + z» = 3p(y + z) + 2q, 

Oder 3yz(y + z) + y« + z« = 3p(y + z) + 2(i. 

Man kann ihr geniigen, indem man 

yz = p, y» + z« = 2q (JX) 

setzt. Die dritten Potenzen von y und z, 

geniigen den Bedingungen o,t zed by Google 
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and sind daber die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

u' — 2qu + p' = 0, (X) 

die man die quadratische „Resolyente'' der Gleichung 

(Vni) nennt. 

Die Wurzeln u^, u, der E^esolvente findet man nach 

der Anleitung des vorigen Paragraphen. Sie sind reell, 

wenn q* > p'. Alsdann giebt es fiir y und z je einen 

reellen Wert, der leicht zu berechnen ist, da man die 

Logarithmen von u^ und u, kennt. Ferner kann noch 

/ 360» , . . 360% / 1 , .ysA 

yt = y. (co8^-+i8in-3-j =y.^--+xLj 

/ 2.360V . . 2.360% / 1 .1/3% 

sein. Die zngehSrigen Werte von z sind 

weil y^ Zj = y, z, = y z = p peell sein muss. 

Ist dagegen q'<p', so sind u, und u, imaginar, 
Uj = r (cos y + i sin g)) , u, = r (cos y — i sin g)), 
worin nach (VII): 

r = + Vp^ C08y = qj^ ist (XI) 

Somit wird 

y = y7. fcos-|- + isin-|-j, z = ^.fcos-|-— i8in-|-j 

x = y + z = 2yr.cos-^ = 2 y^. cos -r-. 

Eiir -^ kann es aber im ganzen drei wesentlicb 
verscbiedene Werte geben. namlicb 
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9 



360 9 , ^ 360 



3, r«- 3 ' 3 > rs- 3 ' -• 3 
80 dass man insgesamt 3 Werte far x erhalt 

Xj = 2 Vp"cos xf)^= + 2 Vp cos -3- 

Xj = 2 Kp cos V', = — 2 Vp cos ( eo**- -| j • (XII) 

X, = 2 Vp cos % = '-2 Vp cos (BO^+yj 

Die Winkel kdnnen unmittelbar in der Tabelle auf- 

geschlagen werden, wenn q positiv ist. 1st q negativ, 

so ist q> stumpf, 

9, = 180^ — 9/ 

wo q>^ sein spitzer NebenwinkeL Dann ist 

008,' = -^ 

+ 



x.= + 2Vi»co8(60«-|^j 



Xi = — 2Vpcos^ 

X3 = + 21'p"co8f60»+^ 



■)) 



Cxiii) 



V ■ 3y 

Dieser Fall, in dem die Wurzeln der quadratiscben 
Kesolvente imaginar sind, ist bekannt als nCasus 
irreducibilis". 

§ 60. Belspiele zn § 58 nnd 59. 

1. x8 = 9x + 28. 

p = 3, q = 14. 

Eesolvente: u'— -28u + 27 = 
a =14, b = 27. 
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-^log27 = 0.7156819 

log 14 =1.1461280 

log sin 2 y = 9.5695539 — 10 
2q> = 2V 47' 12",45 
y = 10°53'36",22 
log tg9> = 9,2843181 — 10 

-i log27 = 0.7156819 

log Uj = 0.0000000 (Uj = 1) 
log u, = 1.4313638 (u, = 27) 

-|- log u, =0.0000000, y=l 

-|-logu, = 0.4771213, z = 3 
Xi = 4, X, u. X, = — 2 + i }/3; 
2. x» = — 7,398686 x + 14. 

p = — 2,466212, q = 7. 

Eesolvente; u* — 14u+p' = 

a = 7, b = — (2,466212)». 

i log(~b) = Y log(~P) = 0.5880456 
log a = 0.8450980 



logtg2 y = 9.7429476 — 10 
2y = 28» 57' 18",1 
q> = 14* 28' 39",05 
logtg q) = 9.4119544 — 10 
log (— uj = 0.0000000 (u, = — 1) 
log(+B.) = 1.1760912 (u, = + 15). 
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y log(— u,) = 0.0000000,y=- 1,000000 

Y logu, = 0.3920304, z=+ 2,466212 
X, = 1,466212 
Xj n. Xj =-- 0,733106 i i V3 . 1,733106. 

3. x3 = 21x + 20. 

p = 7, q = 10. 
Eesol vente : u* — 20 u + 343 = 
a = 10, b = 343. 
log a =1.0000000 

-|-logb = 1,2676740 

log cosy = 9,7323530 — 10 
q, = 57» 19' 11^31 

-|-=19» 6' 23^77 

log cos 19° 6' 23",77 = 9,9753910 — 10 
log cos 40° 53' 36'',23 = 9,8784810 — 10 
log cos 79° 6' 23'',77 = 9,2764211 — 10 
V, log p = 0.4225490 
log 2 = 0.3010300 
log X, =0.6989700 
log (—x,) = 0.6020600 
log (—x,) = 0.0000001 
Xj=5, x, = -4, x, = — 1 

4. x» =39x — 70. 

P = 13, q== — 35 = — q'. 
log q' = 1.5440680 

-|-logp = 1.6709151 
log cos^p' = 9.8731529 — 10 
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q>' = 41» 41' 37",23 

Y = 13' 53' 52", 41 

log cos 46* 6' 7%59 = 9.8409684 — 10 
log cos 13« 53' 52",41 = 9.9870963 — 10 
log cos 73' 53' 52",41 = 9.4430382 — 10 
V,logp = 0.5569717 
log3 = 0.3010300 

log X, =0.6989701 
log(-x,) = 0.8450980 
logX3 = 0.3010299 
x,=5, x, = -7, x, = 2. 
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Anhang. 



A n h a n g. 

Uebnngsbeispiele. 



Tafel I. 

Bechtwinklige ebene Dreiecke. 



a 


a 


b 


c 


2* 2r 


55" 


0,58100 


13,497 


13,509 


22« 37' 


12" 


5,3846 


12,923 


14,000 


30* 30' 


36" 


6,6000 


11,200 


13,000 


35» 53' 


52" 


12,751 


17,616 


21,746 


36» 52' 


12" 


9,000 


12,000 


15,000 


38* 21' 


47" 


13,497 


17,051 


21,746 


bV 38' 


13" 


13,825 


10,943 


17,632 


53'» 7' 


48" 


11,200 


8,4000 


14,000 


54» 6' 


8" 


10,943 


7,9210 


13,509 


59' 29' 


24" 


12,923 


7,6154 


15,000 


67* 22' 


48" 


12,000 


5,0000 


43,000 


87' 32' 


5" 


17.616 


0,75840 


17,632 
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Beehtwlnkllge sphftrlsehe Dreieeke. 



c 


a 


b 


a 


' 1 


4 


// 








// 





/ 


it 





/ 


// 





/ // 


15 38 


6 


9 


45 


19 


12 


16 


42 


38 


57 


12 


52 


5 54 


16 6 


22 


10 


30 


15 


12 


16 


42 


41 


5 


6 


50 


2 56 


36 10 


39 


21 


47 


2 


29 


37 


36 


38 


57 


12 


56 


52 23 


38 57 


12 


9 


45 


19 


37 


54 


6 


15 


38 


6 


77 


43 18 


38 57 


12 


21 


47 


2 


33 


7 


37 


36 


10 


39 


60 


22 24 


40 9 


21 


28 


26 


56 


29 


37 


36 


47 


37 


21 


50 


2 56 


41 5 


6 


10 


30 


15 


39 


57 


4 


16 


6 


22 


77 


43 18 


41 5 


6 


25 


50 


17 


33 


7 


37 


41 


32 


38 


56 


15 43 


41 32 


38 


25 


50 


17 


33 


44 


17 


41 


5 


6 


56 


52 23 


44 44 


17 


31 


19 


47 


33 


44 


17 


47 


37 


21 


52 


5 54 


47 37 


21 


28 


26 


56 


39 


57 


4 


40 


9 


21 


60 


22 24 


47 37 


21 


31 


19 


47 


37 


54 


6 


44 


44 


17 


56 


15 43 


50 2 


56 


12 


16 


42 


48 


54 


54 


16 


6 


22 


79 


29 45 


50 2 


56 


29 


37 


36 


42 


22 


39 


40 


9 


21 


61 


33 4 


52 5 


54 


12 


16 


42 


51 


2 


48 


15 


38 


6 


80 


14 41 


52 5 


54 


33 


44 


17 


42 


22 


39 


44 


44 


17 


58 


40 13 


56 15 


43 


33 


7 


37 


48 


27 


22 


41 


5 


6 


64 


9 43 


56 15 


43 


37 


54 


6 


45 


15 


43 


47 


37 


21 


58 


40 13 


56 52 


23 


29 


37 


36 


51 


2 


48 


38 


57 


12 


68 


12 58 


56 52 


23 


33 


44 


17 


48 


27 


22 


41 


32 


38 


64 


9 43 


58 40 


13 


42 


22 


39 


45 


15 


43 


52 


5 


54 


56 


15 43 


60 22 


24 


33 


7 


37 


53 


49 


21 


38 


57 


12 


68 


12 58 


60 22 


24 


39 


57 


4 


49 


50 


39 


47 


37 


21 


61 


33 4 


61 33 


4 


42 


22 


39 


49 


50 


39 


50 


2 


56 


60 


22 24 


64 9 


43 


48 


27 


22 


48 


54 


54 


56 


15 


43 


56 


52 23 


68 12 


58 


51 


2 


48 


53 


49 


21 


56 


52 


23 


60 


22 24 


77 43 


18 


37 


54 


6 


74 


21 


54 


38 


57 


12 


80 


14 41 


77 43 


18 


39 


57 


4 


73 


53 


38 


41 


5 


6 


79 


29 45 


79 29 


45 


48 


54 


54 


73 


53 


38 


50 


2 


56 


77 


43 18 


80 14 


41 


51 


2 


48 


74 


21 


54 


^|ze4v§4v 


f. 


43 18 
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a 


b 


c 


a 


/? 


7 




/ U 


^ t It 


t */ 


^ t it 


/ // 


/ // 




2 7 54 


50 2 56 


52 5 54 


44 56 


15 38 6 


163 53 38 




4 6 41 


50 2 56 


52 5 54 


4 34 28 


58 40 13 


118 26 56 




5 21 59 


56 15 43 


60 22 24 


4 3 15 


38 57 12 


138 54 54 




5 29 30 


41 32 38 


44 44 17 


6 32 15 


52 5 54 


123 7 37 




6 39 54 


36 10 39 


40 9 21 


8 40 9 


50 2 66 


123 7 37 




16 6 22 


40 32 33 


52 5 54 


15 38 7 


39 9 35 


129 67 4 




16 6 22 


52 5 54 


61 33 4 


15 38 7 


50 2 56 


121 19 47 




17 35 7 


44 44 17 


56 52 23 


16 32 22 


41 32 38 


127 54 6 




17 56 41 


41 5 6 


47 37 21 


24 2 59 


60 22 24 


102 16 42 




20 32 33 


68 12 58 


80 14 41 


17 20 54 


52 5 54 


123 7 37 




21 7 35 


50 2 56 


56 52 23 


25 26 16 


64 9 43 


100 3015 




22 35 52 


40 9 21 


56 52 23 


20 35 37 


36 10 39 


129 57 4 




27 59 4 


41 6 6 


60 22 24 


26 40 20 


38 57 12 


123 44 17 




29 6 11 


56 15 43 


77 43 18 


21 34 28 


38 57 12 


132 22 39 




35 30 24 


38 57 12 


56 15 43 


43 2 7 


47 37 21 


102 16 42 




36 10 39 


40 9 21 


50 13 58 


50 2 56 


56 52 23 


86 34 33 




38 57 12 


55 1 2 


56 15 43 


47 37 21 


74 18 19 


77 43 18 




39 20 24 


41 5 6 


60 22 24 


45 26 42 


47 37 21 


102 16 42 




40 9 21 


56 52 23 


79 29 45 


36 10 40 


50 2 56 


115 50 17 




41 5 6 


60 20 54 


60 22 24 


47 37 21 


77 39 26 


77 43 18 




41 5 6 


60 22 24 


79 39 38 


38 57 12 


56 15 43 


109 45 36 




41 32 38 


44 44 17 


57 10 4 


52 5 54 


56 52 23 


88 42 27 




44 44 17 


56 52 23 


80 14 41 


41 32 38 


52 5 54 


111 47 4 




46 59 


50 2 56 


56 52 23 


47 39 


64 9 43 


79 29 25 




50 2 56 


52 5 54 


63 21 53 


58 40 13 


61 33 4 


84 53 48 




60 2 56 


52 5 54 


99 57 42 


15 38 6 


16 6 22 


159 44 26 




52 5 54 


61 33 4 


83 34 56 


50 2 56 


58 40 13 


105 6 41 




56 15 43 


77 43 18 


119 37 37 


38 57 12 


47 37 21 


138 54 54 




56 52 23 


79 29 45 


107 37 55 


50 2 56 


64 9 43 


119 15 56 


56 52 23 


80 14 41 


103 59 30 


52 5 54 


68 12 58 


113 53 57 


68 12 58 


80 14 41 


128 11 15 


52 5 54 


56 52 23 


138 5 42 



160 Tafel V. 

Die Sinus and Gosinus der Vielfachen Ton 3^ 
im ersten Qaadranten. 








Sinus 


Gosinus 







1 


90 


3 


s, r, - t, r. 


ti rj + s, r. 


87 


6 


V2(t,}/¥- s, ) 


V2(s,|/3+ t, ) 


84 


9 


V2(s,V2--t,y¥) 


V2(s,V2 + t,V¥) 


81 


12 


V2( t, -S,}T) 


'l2{tjT+ S, ) 


78 


15 


r2 


r, 


75 


18 


S2 


t, 


72 


21 


t,ri-s,r. 


s, rj + tj r. 


69 


24 


V2(s,V8- t, ) 


V2(t,V»+ s, ) 


66 


27 


'I2{t,f2-s,f2) 


'kdjY+sJY) 


63 


30 


'h 


'hfs 


60 


33 


s, Tj + ti r. 


ti Ti - s, r. 


57 


36 


t. 


Sl 


54 


39 


Si Ti — t, r. 


tafi + sir. 


51 


42 


V2(M/¥-s,) 


V2(t.+s,/¥) 


48 


45 


V2y¥ 


V2]/T 


45 




Gosinus 


Sinus 






Znr Abkurzang ist 
r. = V* • /2 (»'3 + 1) 
f V* . {f^ + 1) 



s, = 



t, 



V* 



r,= V*-f2(}'3-l) 

(V4.(/5 -l) 
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Textanfgaben. 

1. Der Schatten eines senkrecht aufgesf ellten Stabes 
ist b Meter lang, der Stab selbst a Meter. Unter welchem 
Winkel treflfen die Sonnenstrahlen die Erdoberflache ? 

2. Um die Hohe eines Turmes ST (Baumes etc.) 
zu messen, hat man 50 m weit vom Fusse S in denj 
Punkte R die ^scheiabare Hohe", d. h. den Winkel 
S RT = 32* 7' gemewen. Wie gross ist ST ? 




FlRor 65. 



3. Um die Hohe zu messen, wenn S unzugang. 
lich ist, hat man auf der Qeraden RS von einem 
zweiten Punkt P ebenfalls die scheinbare Hdhe des 
Objektes gemessen und gleich 21* 38' gefunden. Wie 
gross erglebt sich in diesem Falle ST? 

4. Um die Erhebung eines LuftballonB T Uber die 
Ebene zu messen, hat man von zwei Punkten R und Q 
aus die Winkel TRS = 30»7', SRQ = 22»36', SQR 
= 49 '27' und die Entfernung Q R = 250 m gemessen. 
Wie gross ist ST? 

Anmerknng. Wie hat man sich die Messnng der 
Winkel zu denken, wo doch der Punkt S im Terrain gar 
nicht markiert ist? tzedbyvjw^vi*^ 

Hesienberg, Ebene and cph&rische Trlgonometrle. li 



162 Textaufgaben. 

5. TVic gross sind in der letzten Aufgabe die Winkel 
TRQ, TQR, RTQ? (Sowohl mit der ebenen wie mit 
der sphnrischen Trigonometrie zu finden.) 

G. Von drei in einer Geraden liegenden Punkten ORQ 
aus hat man gleichzeitig die Wiukel TOS, TRS, TQS ge- 
messen. Bekannt s'nd ferner die Entfernungen OR = a, 
RQ = b. Wie findct man ST? 

7. In einer Ebene sei C von A und B aus sicht- 
bar, aber unznganglich. Gemessen ibt AB = c, -< CAB 
= a, <CBA=/?. Wie findet man CA? 

8. A sei von B aus wcder sichtbar noch zuganglich, 
z. B. liege ein Berg dazwischen. Man hat CA = b, 
CB = a und <^ ACB = y gemesseu. Wie gross ist AB ? 

9. Gicbt es im selben Falle keinen Punkt C, von 
dem aus A und B zuganglich sind, so kann man zwei 
Punkte, C und D wahlen, deren Entfernung CD be- 
kannt ist, und die Winkel AOB, BCD; BDA, ADC 
messen. Wie findet man daraus AB? 

10. In einem ahnlichen Falle sei AB messbar (z. B. 
sei durch den Berg ein geradliniger Tunnel gebaut), 
diigrgen C von D aus tin zuganglich. Wie findet man 
aus A B und denselben Winkeln, wie im vorigen Bei- 
spiel, CD? (§ 26, erdte Hauptlage. Dicse Aufgabe ist 
die „Hi.Mi3ensche".) 

11. Das Dreieck der Punkte ABC sei bekannt. 
Von D aus misst man die Wiukel ADB, BDC. Wie 
gross ist CD? (Pothenotsche Aufgabe, § 26.) 

12. Eine Bahn hat die Steigung 1 : a, d. h. auf 
a Meter horizontales Fortschreitcn kommt 1 m 
Sleigung. Wie findet man den Wiukel q>, den die Bahn 
mit der Horizontalrn bildet ? ^ I 
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13. In einer einfachea "Weiche Ist das Qeleis G, 
geradlinig, G^ in einem Kieis gefuhrt. An der Kreuzungs- 
stelle K der inneren Schienen bilden dieso einen Winkel a, 
dessen Tangente gleich t ist. Wie findet man aus der 
„Spurweite" s hiermit die Lilnge 1 = AK der Weiche? 

In Praxi ist t = 1 : 9 oder 1 : 10 (Neuntel- und 
Zehntel- Weiche), 8 = 1,435 m. 




Flgnr 67. 

14. Ein Geleise geht bis A geradlinig, macht daranf 
eine kreisformige Biegang vom Radius R und Winkel a, AB. 
Sodann geht es von B bis C geradlinig, p Meter weit, dann 
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erfolgt dieselbe Biegnng nach der anderen Seite, CD, so 
dass bei D das Geleise wieder in die frahere Richtung uber- 
geht. Um wieviel ist es dann ^verschwenkt^, d. h. wie 
gross ist h? 




Fignr 68. 

15. Wenn nmgekehrt h, R, p gegeben sind, wie findet 
man a? Konstrnktiy nnd rechnerischl Welchen Sinn hat 
die zweite Ldsong fur a? 

Beispiel: R=1300m, p=60m, a=2'0'0", h=546,0cm. 
R=1300m, p=60m, h=10m, o=3'42'2r, 

16. Zwei Punkte P^, P, auf der Erdoberflache haben 
die gleiche geograpliisobe Breite (p und die LUngen 1, 




Ftgur 69. 
und 1,. Wie gross ist ihre kiirze8|f|,^q^mimg, 



wie 
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gross ihre Entfemung auf dem BreitoDgrad ? (Erdradius 
im Mittel 6365000 Meter.) 

17. Zwei Ponkte P, und P, haben die Breiten g>^ 
und ^,, die Langen 1, und 1,. Wie findet man ihre 
kiirzeste Entfemung e? 

18. Zwei Puukte Pj und P, haben die Breiten q>^ 
und 9,. Ihre kiirzeste Entfemung ist e. Wie findet 
man den Unterschied ihrer L&ngen? 

19. Wie gross ist der Winkel zweier Seitenflachen 
an der Xante des regularen Tetraeders? 

20. Wie gross ist er an der Kante des regularen 
Pentagondodekaeders ? 
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^iSfler, i^roffffjDr an &rr Unluecftl^t 
5i0ten 9;fu i7 etb&iiimngen. 
7S£^cv>Kttfd?ir pi^^ri'. IIL %t\lt 
ftttrtuidtar iitib ^laaitniSinus. Bob 

tlnitferritat mUn. Wht 33 ^l&bUbaii. 
79^i)tifrft^ 5flra(^^eTlr^rt^I^^ mit 
«3rapi]iaiir, Ufbcr^ebutiQ unb ©^ 
ISaterunprt tJtjn Dr. ^erm. 3aii|eii 
in «ice«laiL 

80 5t^fttn^^^ boti ffart Ott(^ fiart- 
Mifltm, «f™er&cr<^ultJDrrtanl> in 

81 Pie rite lit iji ZaUln ttii5 «Meft- 
tufdn |ui bgarilljicifi^fjS uiib ttt- 
|onometirif*e* »tc*ncti in ^tDCi 



^fltbfn Aufontiticnflfftfat nan Dr- 
ferc^tttnfctdilc &eft 3qrjanMumi In 

IcDre »tm ^uf^pir Dr. SB. iSotf 
III ?0?afibeburffH 
eapn^ifdjg Kctigions^efi^ic^tc u 

BiUaunr. ftutjer Hbci| b** tdgl 
an tflorb tjon H^anbesT<fiiffen an 
n^anbteu %em htt Sdjiffabrt^tiiiiCe. 
ajon Dr. STdn.JtSdjufif, ^Jirttior b. 
^c^lnfiaHonfl-sdIuIe3ti£ilt^p^, SBJit 

8fi ^ansSflf^e <Scf<frl(i^t4; tton Dr. 

ocrfitdt a9er[in, 

seMaFjiijdft, su^tb\idi be* fBet* 
mfiif^ffn ^futT^tn Stenograp^it 
(ttmtsunjjS-Sijfteni ©lofsf = ©(fit ctj) 
nebft sdjltij^d, ilcfeftMcii n. fiufwi 
Clii6an8 Uon Dr. ^tnifet OH^\f\}ttt 

un^^i?^^^^}}^^^^'^^^ ^»* Orct>ie][flfin. 

S7*SdI?eirc Hnaltri* J ^ 33ifferfntial- 
refftnmia. t^on Dr. j^rbc. :3uufer, 
^4itofff|fjt am !Rea[abutsiafimn u. an 
btr IHealan^ifllE in Viim, mt 68 Slo 

sa^^^ete 2ritAltfislIi 3iife9?oi: 
refftHii]^. JBoii Dr ?Jrbf. 3unferJ 
^■liryie^Tur nm JRealflijmnarmui u. an I 

ay^fttalifttfc^* <S<iniietrit* b€B I 
Uamnts i^on 'Jizoh^^t Dr. TO. 

^^tm uon Dr. I^omas K^diS in I 

Axemen. 
ai 31fh:op^vflt lit mma^enmt hn ^ 

^mmtimmt uon Dr. mullet 5|.| 

ttecfitdl ©tralbute. ^tt n ^ibbilb. 

faatmtiil^angPttb fiitn^irfeU iinb mit 
(CDrbiittcii Bfnfubungeri vt%\fti(u rt. 
Dr. ffiirt»ei|le? in dftaclotietitouifi. 
^it H Mqaten 

rpjiaeii juin SJibfluTiflfnlifh ^^^ jaj. 
lifubctin BoL ^roff|li>t Dr. 3af. j 
UtfRetibdi^ct in ^nibutg i^ ©. fv*i I 
1 taftl w^,m 5i|&W1*i»^ 
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ieut^dt^Stammcstutibe tjon Dr. 
iubolf uRuc^, $ntoatboient an bet 
nioerfitat tffiien. SD^it 2 fearten 
ttb 2 Safeln. 

>f(an5en&iolo0ie t)on Dr. 9B. 9R{« 
ila, ^rofffior an bet Xec^nif(6cn 
odifc^ule ftarli»ru^e. ^it 50 «lb6. 
lomanifc^e 5vira<^ti>iffenf<^aft 
)n Dr. abolf gauncr, !. f. Wcol- 
julprofeffor in iBien. 
»ie Zttpen Don Dr. Ko6. ©leacr, 
rtijQtbojent an ber ttnioerfttftt 
$rofcffot an bcr (S£t)ortoTabemic 
'i 1. 1. ^anbelSntufeuntd in SBien. 
Ht 19 Slbbilbungen unb 1 l^arte. 
•as Sffentr. atnterridbistpefen 
€tttfc^lan6s in bcv ^egtiiwaxt 
m Dr $aul @td&ner, 99mnafial' 
tfrl cgrer in gtpjcf au. 




136 p^tOtalif c^e ^ormelfammlun^ 
bon 9. SRa^Ier, $rof. am 0t)m- 
noflum in Ulm. SWit 67 f?i^. 

137 t>ic^titnaen aits tnitt«l^c^6«ut< 
fc^er ^fi^^it. 3^ t{lu«tt)a^I mit 
(Sinleitungen u. SBditerbudi pecans* 
gegeben bon Dr. Hermann 3angen 
in Oreflau. 

138 Sint^lidus 5ittt|^Iiciffitnus »on 
^. 3aIo6 (S^tijtoffel b. (^timmeU* 
l^aufen. ^n SuStuaM ^tdfl. u. $ro« 
feffor Dr. gf. SBobertag, Sosent an 
ber Uniberfitat SSreSlau. 

189 HaufmSnnifc^5 ^cdinen T bon 
8?i(6arb duft, Obrrle^rer an ber 
£)ffentli(igen ^anbelsiebranflatt ber 
S>redbener l^aufmannfd^aft. 

141 XttexphcloQie, TXnatomie unb 
^^Vftologie bev pflan^en. SSon 
>r. gB. aRiflttIg, $rofeJ 
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